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Sazˇetak
U posljednjih nekoliko godina, u nanoelektronici se pojavio problem kontrole to-
pline generirane procesiranjem informacija sˇto je rezultiralo stagnacijom operativne
frekvencija procesora. Izvor tog problema lezˇi u tranzistorima, kljucˇnoj poluvodicˇkoj
komponenti modernih elektronicˇkih uredaja. Iako su se velicˇine tranzistora od njego-
vog izuma 1947. godine smanjile na nanometarsku skalu, danasˇnje trzˇiˇste zahtjeva
njihovo daljnje smanjenje. No, ono c´e u jednom trenutku dosegnuti granicu odredenu
nemoguc´nosˇc´u uklanjanja topline generirane procesom paljenja. Smanjenje radnog
napona tranzistora bi omoguc´ilo otklanjanje tog problema cˇime bi se ubrzao i rad
elektronicˇkih uredaja. Negativni elektricˇni kapacitet je proizasˇao kao rjesˇenje koje
omoguc´ava smanjenje radnog napona ispod standardne vrijednosti (∼ 1 V). Kombi-
nacija feroelektricˇnog materijala s linearnim dielektikom ispod upravljacˇke elektrode
FET-a se efektivno ponasˇa kao serijski spoj dvaju kondenzatora, od kojih jedan ima
negativni kapacitet. Cilj ovog rada je pokazati zasˇto kod feroelektrika dolazi do po-
jave negativnog elektricˇnog kapaciteta, postoji li moguc´nost pristupa tom podrucˇju i
pod kojim uvjetima te konacˇno koje posljedice za tranzistore proizlaze iz toga.
Kljucˇne rijecˇi: negativni elektricˇni kapacitet, feroelektrici, Landauov razvoj za fero-
elektrike, Landau-Khalatnikova jednadzˇba, tranzistori
Negative electrical capacitance
Abstract
In the last several years, the most difficult problem in nanoelectronics is the mana-
gement of the heat generated during information processing which resulted in the
processor operational frequency stagnation. The source of that problem lies in the
fundamental physics of the transistors, key semiconductor component in modern
electronic devices. Although transistor sizes reduced to the nanometer scale since
their invention in 1947, today market requires their further reduction. But the ongo-
ing scaling will be eventually limited by the inability to remove the heat generated
in the switching process. Reducing transistor’s operational voltage would provide
elimination of the mentioned problem which would also speed up electronic devices.
Negative electrical capacitance has emerged as a solution which provides reduction
of operational voltage below standard value (∼ 1 V). Combination of ferroelectric
material and linear dielectric at the gate region of FET would effectively behave like
series combination of two capacitors, of which one has negative capacitance. The
main goal of this thesis is to show why does negative capacitance emerges in ferro-
electrics, is there a possibility to access this region and under what conditions, and
finally what are the consequences of negative capacitance on the transistors.
Keywords: negative electrical capacitance, ferroelectrics, Landau primer for ferro-
electrics, Landau-Khalatnikov equation, tranzistors
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Jedan od najboljih primjera kako su znanstvena istrazˇivanja dovela do korisnih
komercijalnih proizvoda, a mozˇda i jedan od najznacˇajnijih izuma 20. stoljec´a je
tranzistor1. Nakon izuma 1947. godine u Bell Telephone laboratoriju (J. Bardeen,
W. Brattain i W. Shockley) tranzistori su pocˇeli mijenjati svijet oko nas i postali su
temelj danasˇnjih racˇunala, mobilnih uredaja, kalkulatora, itd [1]. Tocˇnije, tranzistori
su kljucˇna aktivna komponenta u gotovo svim modernim elektronicˇkim uredajima.
Temeljni princip rada tranzistora je jednak principu rada njegovog prethodnika, va-
kuumske cijevi. Iako vakuumske cijevi i tranzistori imaju jednaku funkciju, najvec´a
razlika je u njihovoj velicˇini. Otkada je napravljen prvi tranzistor, njegove velicˇine su
se smanjile od nekoliko milimetara na nanometarsku skalu [2]. Uz velicˇinu, njihova
prednost lezˇi i u vec´oj pouzdanosti te manjoj potrosˇnji energije od vakuumskih cijevi.
Koliko je razvoj tranzistora eksplodirao od njegovog izuma, najbolje govori Mooreov
zakon. 1965. godine, jedan od osnivacˇa tvrtke Intel Corp., Gordon Moore je iznio
empirijski zakon koji kazˇe da se gustoc´a tranzistora na cˇipovima udvostrucˇava svakih
18 do 24 mjeseca. Broj tranzistora u procesoru, odnosno centralnoj procesorskoj je-
dinici (eng. central processing unit, CPU) 1970-ih godina je iznosio oko 2500 dok se
2008. godine povec´ao na izvanrednih 820 milijuna [3]. No, operativna frekvencija
procesora se nakon 2005. godine prestala povec´avati iznad 3 GHz, a ostvarivanje
napretka u brzini obrade podataka se postizˇe iskljucˇivo paralelizmom jezgri [3].
Najvec´i problem u nanoelektronici je kontrola topline generirane procesiranjem
informacija. Iako pojedinacˇna poluvodicˇka komponenta proizvodi samo malu kolicˇinu
topline (oko 10−16 J u danasˇnjim uredajima), moderni integrirani krugovi sadrzˇe mi-
lijarde takvih komponenti [4]. Daljnje smanjenje tranzistora s efektom polja (eng.
field effect tranzistor, FET) c´e u jednom trenutku dosegnuti granicu odredenu ne-
moguc´nosˇc´u uklanjanja topline generirane paljenjem tranzistora zbog cˇega je vazˇno
pronac´i nacˇine kako ih smanjiti. Spomenuti gubici bi se znacˇajno smanjili kada bi
se smanjio napon napajanja FET-a [5]. Iako se fizicˇke dimenzije tranzistora ekspo-
nencijalno smanjuju, napon napajanja stagnira na otprilike 1 V posljednjih 15-ak
godina [6]. Razlog tomu potjecˇe iz fundamentalne fizike tranzistora, a kljucˇan faktor
koji ogranicˇava smanjenje napona napajanja je reciprocˇna vrijednost nagiba ispod
1Tranzistor je poluvodicˇki uredaj s tri ili viˇse elektrode dizajniran za generiranje, pojacˇavanje i
transformaciju elektromagnetskih oscilacija i elektricˇnih signala [7].
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napona praga SS (eng. subtreshold swing) koja je prikazana na slici 1.1. Ona se
odnosi na promjenu napona Vg na vratima tranzistora koju moramo primijeniti kako










gdje ψs oznacˇava povrsˇinski potencijal na kanalu FET-a. Manja reciprocˇna vrijed-
nost nagiba SS odgovara brzˇim uredajima i nizˇim energijama paljenja [4]. No,
Slika 1.1: Prikaz ulazne strujno-naponske karakteristike MOSFET-a u linearnoj i logaritam-
skoj skali. Slika preuzeta iz [8].
standardna analiza FET-a pokazuje da drugi cˇlan u izrazu (1.1), povezan s promje-
nom struje odvoda zbog promjene povrsˇinskog potencijala kanala FET-a, ne mozˇe
biti manji od 60 mV/dekadi na sobnoj temperaturi sˇto je poznato kao ”Boltzman-
nova tiranija” [5]. Trenutno se istrazˇuju dva alternativna pristupa kako bi se rijesˇio
taj problem. Prvi pristup se odnosi na promjenu mehanizama transporta elektrona,
odnosno nacˇin dotoka elektrona u tranzistor, cˇime se izbjegava donja granica od
60 mV/dekadi nametnuta Boltzmannovom statistikom. Neki od takvih primjera su
TFET (eng. band-to-band tunneling field effect transistor) i IMOS (eng. impact ioni-
zation metal-oxide-semiconductor transistor) [6], [9]. S druge strane, 2008. godine
su S. Salahuddin i S. Datta predlozˇili moguc´nost kod koje se ne mijenja mehanizam
transporta vec´ se ispod upravljacˇke elektrode FET-a na dielektrik postavi dodatan fe-
roelektricˇni materijal sˇto omoguc´ava povec´anje povrsˇinskog potencijala tranzistora
iznad standardne granice [6]. Rezultat toga je smanjenje reciprocˇne vrijednosti na-
giba SS, a samim time i energije paljenja sˇto smanjuje generiranu toplinu i ubrzava
rad uredaja. Takva realizacija se efektivno ponasˇa poput serijskog spoja dva kon-
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denzatora od kojih jedan ima negativan kapacitet, sˇto omoguc´ava nelinearna karak-
teristika ovisnosti polarizacije feroelektrika o elektricˇnom polju. Osnovni princip se
temelji na moguc´nosti pomicanja feroelektricˇnog materijala iz lokalnog minimuma u
neravnotezˇno stanje, gdje je diferencijalni kapacitet negativan, te njegove stabiliza-
cije u serijskom spoju s obicˇnim kondenzatorom [6].
Cilj ovog diplomskog rada je koriˇstenjem Landauove teorije faznih prijelaza te
analizom rjesˇenja Landau-Khalatnikove jednadzˇbe prikazati zasˇto je kod feroelek-
trika moguc´a pojava negativnog elektricˇnog kapaciteta, na koji nacˇin stabilizirati to
podrucˇje u spoju s dielektrikom te koje posljedice za tranzistore i smanjenje donje
granice od 60 mV/dekadi proizlaze iz toga.
3
2 Elektricˇni kapacitet
Da bismo mogli raspravljati o elektricˇnom kapacitetu, i kasnije o pojmu negativ-
nog elektricˇnog kapaciteta, pogledat c´emo kako opc´enito uvodimo elektricˇni kapaci-
tet te zasˇto nam je to korisna fizikalna velicˇina.
Promotrimo prvo elektricˇni kondenzator, uredaj koji se koristi za skladiˇstenje elek-
tricˇne energije sastavljen od dvaju razdvojenih vodicˇa izmedu kojih se nalazi vakuum
ili dielektrik [10]. Spajanjem kondenzatora na vanjski izvor napona na jednom od
vodicˇa dolazi do nakupljanja viˇska negativnog naboja (elektrona) dok c´e drugi imati
manjak negativnog, odnosno viˇsak pozitivnog naboja. Ukupni naboj na kondenza-
toru je i dalje jednak nuli, ali se na vodicˇima nalazi naboj jednakog iznosa i suprot-
nog predznaka. Kada smo na taj nacˇin nabili kondenzator izmedu dva vodicˇa se
javlja konstantna razlika potencijala Vab jednaka naponu baterije kao i elektricˇno po-
lje E. Obje velicˇine, elektricˇno polje E u svakoj tocˇki izmedu vodicˇa i napon Vab,
su proporcionalni iznosu naboja na vodicˇima Q sˇto proizlazi iz Gaussovog zakona
za elektricˇno polje i Poissonove jednadzˇbe. Dakle, povec´anjem naboja na vodicˇima
povec´ava se gustoc´a naboja u svakoj tocˇki izmedu vodicˇa, a samim time i elektricˇno
polje kao i razlika potencijala izmedu vodicˇa. No, omjer naboja na vodicˇima i napona
Vab izmedu vodicˇa se ne mijenja. I eksperimenti pokazuju da je naboj na vodicˇima
proporcionalan razlici potencijala izmedu njih, a konstantu proporcionalnosti nazi-
vamo elektriˇcni kapacitet. Elektricˇni kapacitet je definiran relacijom (2.1) gdje Q




Mjerna jedinica kapaciteta u SI sustavu je farad (1 F) u cˇast engleskom fizicˇaru Mic-
haelu Faradayu. Ono sˇto nam pojam elektricˇnog kapaciteta, kao fizikalne velicˇine,
govori je koliko elektricˇne potencijalne energije mozˇemo pohraniti u kondenzator.
Sˇto je vec´i kapacitet kondenzatora, za isti napon Vab, na svakom od vodicˇa mozˇemo
pohraniti viˇse naboja, a znamo da napon definiramo kao promjenu potencijalne ener-
gije po jedinici naboja.
Najjednostavniji oblik kondenzatora se sastoji od dviju planparalelnih vodljivih
plocˇa povrsˇine A medusobno udaljene za d (slika 2.1a), gdje je udaljenost d mala u
odnosu na dimenzije vodljivih plocˇa. Takvu izvedbu kondenzatora nazivamo plocˇastim
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kondenzatorom. Kada su vodljive plocˇe nabijene, elektricˇno polje je gotovo u pot-
punosti lokalizirano u podrucˇju izmedu plocˇa kondenzatora (slika 2.1b) te zbog
cˇinjenice da je udaljenost izmedu plocˇa puno manja u odnosu na njihovu velicˇinu
mozˇemo zanemariti rasipanje polja na rubovima plocˇa. Na temelju toga mozˇemo
pretpostaviti da je elektricˇno polje izmedu plocˇa kondenzatora homogeno. Koriˇstenjem
Gussovog zakona i superpozicije elektricˇnih polja, iznos elektricˇnog polja izmedu





gdje je ε0 permitivnost ili dielektricˇna konstanta vakuuma, a σ iznos povrsˇinske
gustoc´e naboja na svakoj od plocˇa koja je jednaka omjeru naboja na plocˇi i povrsˇine
plocˇe (σ = Q/A). Kako je elektricˇno polje izmedu plocˇa medusobno udaljenih za d
(a) (b)
Slika 2.1: Prikaz (a) kondenzatora koji se sastoji od dvije vodljive plocˇe povrsˇine A
medusobno udaljene za d i (b) elektricˇnog polja izmedu plocˇa kondenzatora. Slike preuzete
iz [10].
homogeno, razliku potencijala (napon izmedu plocˇa kondenzatora) mozˇemo zapisati
kao






gdje smo iskoristili (2.2) i definiciju povrsˇinske gustoc´e naboja (σ = Q/A). Uspored-








Odnosno, kapacitet C plocˇastog kondenzatora prema (2.4) ovisi jedino o geome-
triji kondenzatora i svojstvima prostora izmedu plocˇa (ε0). Tocˇnije, proporcionalan je
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povrsˇini plocˇa kondenzatora A i obrnuto proporcionalan njihovoj medusobnoj uda-
ljenosti d. Dapacˇe, za bilo koji kondenzator u vakuumu kapacitet C ovisi jedino o
obliku, dimenzijama i udaljenostima vodicˇa od kojih je kondenzator napravljen te je
uvijek pozitivna velicˇina [10]. Naravno, s povec´anjem kompleksnosti oblika vodicˇa
od kojih je kondenzator napravljen u odnosu na plocˇasti kondenzator, povec´ava se i
kompleksnost izraza za kapacitet.
No, kako je ranije napomenuto, izmedu vodicˇa od kojih se sastoji kondenzator
umjesto vakuuma mozˇe se nalaziti dielektrik. U prakticˇnoj upotrebi je takva izvedba
kondenzatora najuobicˇajenija te c´emo promotriti sˇto proizlazi iz nje i zasˇto je ona
korisna. Dielektrik je izolator u kojem elektricˇna polarizacija, tj. stvaranje elektricˇnih
dipola, prouzrocˇena vanjskim elektricˇnim poljem smanjuje elektricˇno polje [11].
Postavljanje dielektrika izmedu plocˇa kondenzatora ima tri korisne funkcije. Prvo,
time rjesˇavamo mehanicˇki problem izolacije vodljivih plocˇa na maloj medusobnoj
udaljenosti. Sljedec´e, koriˇstenje dielektrika u izvedbi kondenzatora povec´ava mak-
simalnu moguc´u razliku potencijala izmedu plocˇa kondenzatora. Kada se izmedu
plocˇa kondenzatora nalazi zrak, za velika elektricˇna polja (velike razlike potencijala)
dolazi do pojave dielektricˇnog proboja (eng. dielectrical breakdown) pri cˇemu zrak
postaje vodicˇ te dolazi do izbijanja kondenzatora. Veliki broj dielektricˇnih materijala
mozˇe podnijeti puno vec´a elektricˇna polja od onih za koje zrak postaje vodicˇ (otpri-
like 3 ·106 V/m za suhi zrak) [10]. U tom slucˇaju, kondenzator odredenog kapaciteta
mozˇe podnijeti vec´e napone, a samim time pohraniti vec´e kolicˇine naboja i elektricˇne
potencijalne energije.
Trec´e, eksperimentalno je uocˇeno da je kapacitet kondenzatora odredenih dimen-
zija vec´i kod kondenzatora cˇije su plocˇe izolirane dielektrikom u odnosu na onaj gdje
se izmedu plocˇa nalazi vakuum/zrak. Vec´ iz same definicije dielektrika mozˇemo vi-
djeti zasˇto je to moguc´e. Zbog induciranog naboja na povrsˇini dielektrika dolazi do
smanjenja elektricˇnog polja pa i razlike potencijala Vab izmedu plocˇa kondenzatora za
danu gustoc´u naboja na plocˇama kondenzatora. Na slikama 2.2a i 2.2b to mozˇemo
vidjeti usporedbom gustoc´e silnica elektricˇnog polja, sˇto su silnice gusˇc´e iznos polja
je vec´i. S obzirom da se gustoc´a naboja na plocˇama ne mijenja, a razlika potencijala
izmedu plocˇa se smanjila, iz definicije kapaciteta (2.1) mozˇemo zakljucˇiti da je ka-




Slika 2.2: Prikaz silnica elektricˇnog polja za kondenzator izmedu cˇijih plocˇa se nalazi (a)
vakuum i (b) dielektrik. Slike preuzete iz [10].
No, odakle se pojavljuje inducirani naboj na povrsˇini dielektrika? Pojava indu-
ciranih naboja na povrsˇini dielektrika c´e nam biti jasnija ako promotrimo dielektrik
na molekularnom nivou. U dielektricima su, za razliku od vodicˇa, svi naboji vezani
za odredeni atom ili molekulu i mogu se samo malo pomicati unutar njih, ali ne po
materijalu kao sˇto je to slucˇaj kod vodicˇa [12]. Postoje dvije vrste dielektrika, polarni
i nepolarni dielektrici. Prva vrsta dielektrika se sastoji od polarnih molekula (poput
H2O ili N2O) koje imaju stalni elektricˇni dipolni moment. U odsutstvu elektricˇnog
polja dipolni momenti polarnih dielektrika su nasumicˇno orijentirani. No, u prisustvu
elektricˇnog polja polarne molekule osjec´aju zakretni moment ( ~M = ~p× ~E) pod cˇijim
utjecajem se rotiraju i orijentiraju u smjeru elektricˇnog polja (slika 2.3a).
(a) (b)
Slika 2.3: Prikaz (a) polarnih molekula kada je E = 0 (lijevo) i u prisustvu elektricˇnog polja
(desno) te (b) nepolarnih molekula kada je E = 0 (lijevo) i u prisustvu elektricˇnog polja
(desno). Slike preuzete iz [10].
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S druge strane, nepolarni dielektrici nemaju stalne elektricˇne dipolne momente,
ali postavljanjem takvog materijala u elektricˇno polje on postaje polariziran. Pod
utjecajem elektricˇne sile pozitivni naboji u molekuli se pomaknu u smjeru polja, a
negativni u suprotnom smjeru [10]. U slucˇaju kada polja nisu velika, odbojnu elek-
tricˇnu silu uravnotezˇuje privlacˇna sila izmedu pozitivnog i negativnog naboja sˇto
uzrokuje redistribuciju naboja u molekuli. Redistribuciju naboja u nepolarnim mole-
kulama prikazuje slika 2.3b. Odnosno, takav i dalje neutralan atom dobiva dipolni
moment ~p koji je orijentiran u istom smjeru kao i elektricˇno polje ~E. Takve dipole
nazivamo induciranim dipolima. Ipak, zbog nasumicˇnih termalnih gibanja dipolni
momenti molekula se nikada nec´e u potpunosti orijentirati u smjeru polja, pogotovo
na visokim temperaturama, sˇto vrijedi za obje vrste molekula [12].
U oba slucˇaja, neovisno o vrsti dielektrika, rezultat postavljanja materijala u elek-
tricˇno polje je orijentiranje induciranih ili trajnih dipola u smjeru polja. U makro-
skopskom opisu dielektrika, gdje dielektrik promatramo kao kontinuum, uvodimo
makroskopsku velicˇinu koju nazivamo polarizacija. Ona predstavlja gustoc´u dipolnih




Takva redistribucija naboja u dielektriku dovodi do formiranja sloja naboja na sva-
koj od povrsˇina dielektrika pri cˇemu je povrsˇina blizˇa izvoru elektricˇnog polja nega-
tivno, a ona blizˇa ponoru elektricˇnog polja pozitivno nabijena. Formacija povrsˇinskih
naboja cˇija je povrsˇinska gustoc´a oznacˇena s σi prikazana je na slici 2.2b. Naboji se
ne mogu neogranicˇeno gibati, kao sˇto bi bio slucˇaj u vodicˇima, jer je svaki od njih
vezan za molekulu. Iz tog razloga ih nazivamo vezanim nabojima kako bismo ih mo-
gli razlikovati od slobodnih naboja koje dovodimo na vodljive plocˇe kondenzatora,
odnosno bilo kojih naboja koji nisu rezultat polarizacije.
Dakle, efekt polarizacije je nakupljanje vezanog naboja, kako na povrsˇini dielek-
trika (σb) tako i unutar njega (ρb). Takva indeksacija povrsˇinske, tj. volumne gustoc´e
naboja oznacˇava cˇinjenicu da govorimo o gustoc´ama vezanih naboja (eng. bound
charges). Elektricˇno polje koje se javlja kao rezultat polarizacije materijala je po-
lje vezanih naboja, ali ukupno elektricˇno polje mozˇe ovisiti i o slobodnim nabojima
(elektronima na vodicˇu ili ionima u samom dielektriku) [12]. Uzimajuc´i to u ob-
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zir, ukupnu gustoc´u naboja unutar dielektrika zapisujemo kao zbroj volumne gustoc´e
vezanih (ρb) i slobodnih naboja (ρf),
ρ = ρb + ρf = −~O · ~P + ρf . (2.6)
Prva Maxwellova jednadzˇba (Gaussov zakon) u materijalima tada glasi
~O · ~D = ρf (2.7)
gdje smo definirali dielektriˇcni pomak,
~D ≡ ε0 ~E + ~P . (2.8)
Kod linearnih dielektrika, gdje je polarizacija proporcionalna ukupnom elektricˇnom
polju (za slaba polja), vrijedi
~P = ε0χe ~E. (2.9)
Bezdimenzionalnu konstantu proporcionalnosti χe nazivamo elektriˇcna susceptibil-
nost medija i ona ovisi o mikroskopskoj strukturi promatrane tvari kao i o vanjskim
uvjetima poput temperature [12]. Uz to sˇto je polarizacija proporcionalna ukup-
nom polju, kod linearnih dielektrika je i dielektricˇni pomak proporcionalan polju sˇto
mozˇemo vidjeti ako u definiciji deielektricˇnog pomaka (2.8) iskoristimo uvjet (2.9).
~D = ε0(1 + χe) ~E (2.10)
Dakle, dielekticˇni pomak u linearnim medijima je proporcionalan ukupnom elek-
tricˇnom polju,
~D = ε ~E, (2.11)
gdje je konstanta proporcionalnosti, koju nazivamo elektriˇcna permitivnost, defini-
rana kao
ε ≡ ε0(1 + χe). (2.12)
Elektricˇna susceptibilnost u vakuumu je jednaka nuli (nema materije koja se mozˇe
polarizirati) iz cˇega vidimo da je dielektricˇna konstanta tada jednaka dielektricˇnoj
konstanti vakuuma te Gaussov zakon za dielektrike popirma oblik opc´enitog Gausso-
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vog zakona, ~O· ~E = ρf/ε0 [12]. Djeljenjem relacije (2.12) s dielektricˇnom konstantom
vakuuma, ε0, mozˇemo definirati bezdimenzionalnu velicˇinu koju nazivamo relativna
permitivnost ili relativna dielektriˇcna konstanta polariziranog medija koja odreduje po-
larizacijska svojstva tvari u elektricˇnom polju. Ona je s elektricˇnom susceptibilnosti
povezana preko relacije (2.13).
εr ≡ ε
ε0
= 1 + χe. (2.13)
S obzirom da su relativna permitivnost i elektricˇna susceptibilnost usko povezane
velicˇine, sˇto je ocˇito iz relacije (2.13), i ona poput elektricˇne susceptibilnosti mozˇe
ovisiti o vanjskim parametrima poput temperature. Takoder, kako je elektricˇna sus-
ceptibilnost u vakuumu jednaka nuli, minimalna vrijednost koju relativna permitiv-
nost mozˇe poprimiti je jedan. Odnosno, ona je pozitivna velicˇina.
Kako smo ranije spomenuli, eksperimentalno je pokazano da se kapacitet kon-
denzatora povec´a kada se izmedu vodljivih plocˇa umetne dielektrik. U slucˇaju kada
dielektrik ispunjava cijeli prostor izmedu vodljivih plocˇa, omjer kapaciteta konden-
zatora s dielektrikom i kondenzatora izmedu cˇijih se plocˇa nalazi vakuum jednak
je relativnoj permitivnosti dielektrika [10]. Dakle, kapacitet plocˇastog kondenzatora





Tocˇnije, kapacitet kondenzatora ne ovisi samo o geometrijskim velicˇinama koje opi-
suju kondenzator vec´ ovisi i o materijalu koji se nalazi izmedu vodicˇa.
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3 Negativni elektricˇni kapacitet
U prethodnom poglavlju smo opc´enito definirali sˇto je kapacitet te c´emo sada pro-
motriti sˇto se podrazumijeva pod pojmom negativnog elektricˇnog kapaciteta. Ranije
smo naglasili kako je kapacitet pozitivno definirana velicˇina, sˇto je i ocˇigledno uzi-
majuc´i u obzir da ovisi o geometrijskim svojstvima kondenzatora i o materijalu koji
se nalazi izmedu njegovih plocˇa (pri cˇemu εr > 0). No, kada govorimo o negativ-
nom elektricˇnom kapacitetu, ne govorimo o negativnoj vrijednosti kapaciteta kon-
denzatora nego o negativnom diferencijalnom kapacitetu. Od ovog trenutka nadalje,
prilikom upotrebe pojma negativnog kapaciteta podrazumijevamo da se on odnosi
na negativni diferencijalni kapacitet. U tom smislu, kapacitet mozˇemo definirati kao








Slika 3.1: Prikaz ovisnosti naboja Q na kondenzatoru o naponu V za (a) kondenzator po-
zitivnog kapaciteta i (c) negativnog kapaciteta te ovisnosti slobodne energije U o naboju za
(b) kondenzator pozitivnog kapaciteta i (d) negativnog kapaciteta. Slike preuzete iz [6].
Za pozitivni diferencijalni kapacitet takva definicija podrazumijeva povec´anje na-
boja s povec´anjem napona na kondenzatoru (slika 3.1a). S druge strane, prema
definiciji kapaciteta iz (3.1), negativni kapacitet bi se odnosio na smanjenje naboja Q
s povec´anjem napona V [6], sˇto prikazuje slika 3.1c. Alternativno, kapacitet mozˇemo
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Za pozitivni kapacitet energija ima oblik parabole okrenute ”prema gore” te je
takva konfiguracija sustava stabilna (slika 3.1b), a u slucˇaju negativnog kapaciteta
ona je nestabilna i ima oblik parabole okrenute ”prema dolje” (slika 3.1d) tj. govo-
rimo da U ima minimum odnosno maksimum. Nadalje, zanimljivo je promotriti koje
posljedice proizlaze iz moguc´nosti postojanja negativnog elektricˇnog kapacitet i na
koji nacˇin ga mozˇemo jednostavnije razumjeti preko mehanizma pozitivne povratne
veze.
3.1 Serijski spoj kondenzatora negativnog i pozitivnog kapaciteta
Promotrimo serijski spoj dva kondenzatora kapaciteta C1 i C2 (slika 3.2). Ukupni










Relacija (3.3) vrijedi iz razloga sˇto je iznos naboja na svim plocˇama kondenzatora
jednak. Ako su kondenzatori spojeni na stalni napon V , gornja plocˇa kondenzatora
C1 c´e biti pozitivno nabijena te c´e se pod utjecajem elektricˇnog polja pozitivnih na-
boja donja plocˇa kondenzatora nabiti negativno. Negativni naboji su u tome slucˇaju
dosˇli s gornje plocˇe kondenzatora C2 koja iz tog razloga ima manjak negativnih na-
boja te je pozitivno nabijena. Ponovno, pod utjecajem elektricˇnog polja pozitivnih
naboja, na donjoj plocˇi c´e se akumulirati negativni naboji. Ukupan naboj na donjoj
plocˇi kondenzatora C1 i gornjoj plocˇi kondenzatora C2 mora biti jednak nuli jer su
kondenzatori spojeni jedino medusobno. Dakle, iznosi naboja su jednaki na svim
plocˇama kondenzatora u serijskom spoju [10].
U slucˇaju kada su obje vrijednosti kapaciteta pozitivne (C1, C2 > 0), ukupni






Slika 3.2: Shematski prikaz serijskog spoja dva kondenzatora kapaciteta C1 i C2.
odnosno uvijek je manji od kapaciteta individualnih kondenzatora. S druge strane,
ako je kapacitet kondenzatora C2 < 0, ali i dalje po iznosu vec´i od kapaciteta kon-
denzatora C1 (|C2| > |C1|), ukupni kapacitet takvog serijskog spoja c´e biti jednak
C ′uk =
C1C2
C2 − C1 . (3.5)
Usporedbom (3.4) i (3.5) vidimo da je ukupni kapacitet serijskog spoja dva kon-
denzatora vec´i u slucˇaju kada jedan od njih ima negativan kapacitet. Kako je ukupni
kapacitet vec´i, potreban je manji napon kako bi se proizvela jednaka kolicˇina naboja
na plocˇama kondenzatora sˇto je ocˇigledno iz definicije kapaciteta (2.1). Takoder,
takav rezultat za sobom povlacˇi i cˇinjenicu da se za manji napon mozˇe proizvesti
jednaka kolicˇina struje kao i ranije, sˇto c´e se kasnije pokazati korisnim [6].
3.2 Mehanizam pozitivne povratne veze
Pojavu negativnog elektricˇnog kapaciteta mozˇemo laksˇe razumjeti pomoc´u jed-
nostavnog mehanizma pozitivne povratne veze. Opc´enito, povratna veza je svojstvo
sklopa koje omoguc´ava usporedbu izlaznog signala ili jednog njegovog dijela s ulaz-
nim signalom (dio izlaznog signala vrac´amo na ulaz sklopa). Ako je povratna veza
izvedena tako da uzrokuje povec´anje iznosa izlaznog signala, govorimo o pozitivnoj
povratnoj vezi. Pretpostavimo da imamo (pozitivan) kondenzator kapaciteta C0 koji
”vidi” napon jednak primijenjenom naponu uvec´anom za tzv. ”povratni napon” αfQ
koji je proporcionalan naboju na kondenzatoru [5]. Koeficijent αf predstavlja fak-
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tor povratne veze koji je uvijek pozitivan. Shema takve pozitivne povratne veze je
prikazana na slici 3.3. Sa slike 3.3 vidimo da vrijedi
Slika 3.3: Shematski prikaz pozitivne povratne veze s faktorom povratne veze αf . Slika
preuzeta iz [13].
Q = C0(V + αfQ), (3.6)
gdje cˇlan u zagradi predstavlja ukupan napon na kondenzatoru C0. Primjenom jed-
nostavnih matematicˇkih operacija dobivamo
Q =
C0
1− C0αf V, (3.7)
gdje cˇlan koji mnozˇi ulazni napon predstavlja efektivni kapacitet cijelog sustava(
Ceff ≡ C01−C0αf
)
. U slucˇaju kada je C0αf > 1, iz relacije 3.7 je ocˇito da c´e efek-
tivni kapacitet sustava biti negativan. Uobicˇajeno, to vodi do nestabilnosti tako da c´e
se naboj na plocˇama kondenzatora povec´avati dok ne dosegne odredenu granicu koja
je odredena, zasada zanemarenim, nelinearnim cˇlanovima [5]. Postavlja se pitanje
kako realizirati ovakve sustave u praksi. Upotrebom aktivnih elektronicˇkih kompo-
nenti, poput operatorskog pojacˇala, to je ostvareno npr. u referenci [14]. Upotrebom
pasivnih komponenti, dakle iz svojstava samih materijala, perspektivni se pokazuju
kondenzatori koji umjesto dielektrika imaju feroelektricˇni materijal. Problem je sˇto
je dio karakteristike na kojem se javlja negativni elektricˇni kapacitet nestabilan. Sta-
bilizaciju kondenzatora negativnog kapaciteta postizˇemo serijskim spojem s obicˇnim
(pozitivnim) kondenzatorom iz cˇega proizlaze posljedice opisane u poglavlju 3.1, a
u nastavku c´emo diskutirati detalje.
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4 Feroelektrici
Feroelektrici su materijali koji u odsustvu vanjskog elektricˇnog polja imaju spon-
tanu elektricˇnu polarizaciju ispod kriticˇne temperature cˇiju orijentaciju mozˇemo pro-
mijeniti primjenom vanjskog elektricˇnog polja [15]. Feroelektrici su svoje ime do-
bili prema analogiji s feromagnetima (J. Valasek, 1921. godine), ali analogija nije
savrsˇena i sam naziv mozˇe zavarati basˇ zbog cˇinjenice da zˇeljezo ne pokazuje svoj-
stvo feroelektricˇnosti sˇto bi na prvi pogled bilo logicˇno zakljucˇiti [16].
Pojavu feroelektricˇnosti je prvi uocˇio J. Valasek 1921. godine prilikom istrazˇivanja
Rochelleove soli, kemijske forumle KNaC4H4O6 · 4H2O, zbog njenih odlicˇnih piezo-
elektricˇnih svojstava 1. Valasek je uocˇio novi efekt, moguc´nost promjene orijentacije
polarizacije Rochelleove soli primjenom vanjskog elektricˇnog polja [16]. Daljnjim
istrazˇivanjem dielektricˇnih svojstava kristala pokazala se velika slicˇnost s feromag-
netskim svojstvim zˇeljeza poput ovisnosti polarizacije o elektricˇnom polju u obliku
histereze, postojanje Curieve tocˇke te veliki dielektricˇni i piezoelektricˇni odziv u fe-
roelektricˇnoj fazi i blizu nje [17]. Upravo je nelinearan odziv polarizacije na vanjsko
elektricˇno polje jedna od glavnih karakteristika feroelektrika. Iako je Rochelleova
sol dugo vremena ostala jedini poznati feroelektrik, kasnije je dosˇlo do otkric´a os-
talih kristala koji pokazuju pojavu feroelektricˇnosti. Pocˇetna motivacija za pronala-
zak novih feroelektika je djelomicˇno proizlazila iz njihovih odlicˇnih piezoelektricˇnih
svojstava zbog cˇega su bili korisni za primjenu u sonarima [18]. Feroelektrici su
danas jako istrazˇivani materijali zbog svojih karakteristicˇnih svojstava kao i raznoli-
kih moguc´nosti primjene. Kao sˇto c´emo kasnije vidjeti, posebno su zanimljivi upravo
zbog toga sˇto njihova svojstva omoguc´avaju pojavu negativnog elektricˇnog kapaciteta
zbog postojanja energetske okoline kao na slici 3.1d.
4.1 Primjeri feroelektricˇnih kristala
U ovom dijelu c´emo promotriti feroelektricˇna svojstva dvaju tipicˇnih feroelek-
trika, Rochelleove soli i barijevog titanata (BaTiO3). Rochelleova sol je odabrana
basˇ zbog cˇinjenice da je ona prvi otkriveni feroelektrik, a barijev titanat je jedan od
najproucˇavanijih i najviˇse koriˇstenih feroelektika. Na primjeru navedenih kristala
1Piezoelektriˇcnost je pojava stvaranja orijentiranih elektricˇnih dipola u dielektricˇnom kristalu
izlozˇenome naprezanju, sˇto dovodi do razlike elektricˇnog potencijala izmedu suprotnih polova kris-
tala [11].
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c´emo prikazati neke od karakteristicˇnih anomalija koje posjeduje i vec´ina feroelek-
trika.
4.1.1 Rochelleova sol
Valasek je, 1921. godine, uocˇio pojavu dielektricˇne histereze kod Rochelleove soli.
Mjerenjima je pokazao da dielektricˇni pomak ~D (mjeren preko naboja na kondenza-
toru) nije jedinstveno odreden vanjskim elektricˇnim poljem ~E, nego ovisi i o nje-
govim prijasˇnjim vrijednostima [16]. Povec´anjem elektricˇnog polja do maksimalne
vrijednosti te njegovim smanjivanjem preko nule do maksimalne vrijednosti polja u
suprotnom smjeru, uocˇio je histerezu prikazanu na slici 4.1. Prema analogiji s fero-
magnetima i magnetskom histerezom, postojanje dielektricˇne histereze u bilo kojem
materijalu implicira i postojanje spontane polarizacije. Na slici 4.2, na mjestu gdje
krivulja histereze sijecˇe os polarizacije, vidimo da u odsustvu vanjskog elektricˇnog
polja polarizacija zadrzˇava konacˇnu vrijednost. Vrijednost Ec, takoder naznacˇena na
slici 4.2, predstavlja minimalno polje potrebno da bi se promijenila orijentacija po-
larizacije koje nazivamo prisilno ili koercitivno polje. Teorijski odredena koercitivna
polja najcˇesˇc´e su, za gotovo red velicˇine, vec´a od realnih eksperimentalno dobivenih
vrijednosti koercitivnih polja [19].
Slika 4.1: Dielektricˇna histereza Rochelleove soli (Valasek, 1921. godine). Slika preuzeta
iz [16].
Takoder je uocˇeno da s povec´anjem temperature iznad 0◦C krivulja histereze Roc-
helleove soli mijenja svoj oblik sˇto je prikazano na slici 4.3. Povec´anjem temperature
se smanjuje visina krivulje, ali ne toliko znacˇajno koliko se smanji sˇirina histereze,
dok se na temperaturi od otprilike 24◦C obje strane krivulje ne spoje u jednu. Nes-
tanak spontane polarizacije uocˇen kod Rochelleove soli mozˇemo usporediti s nes-
tankom magnetizacije zˇeljeza na Curievoj temperaturi te, vodeni tom analogijom,
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Slika 4.2: Krivulja histereze koja prikazuje ovisnost polarizacije feroelektrika o elektricˇnom
polju. Slika preuzeta iz [19].
kazˇemo da Rochelleova sol ima feroeleketricˇnu Curievu tocˇku na 24◦C [16]. Takoder,
spusˇtanjem temperature ispod 0◦C, krivulja histereze se suzˇava i vec´ prvu indikaciju
toga vidimo i na slici 4.3. Na−18◦C spontana polarizacija ponovno nestaje i ne pojav-
ljuje se niti na jednoj nizˇoj temperaturi. Rochelleova sol je feroelektrik samo izmedu
te dvije temperature, dok je na temperaturama ispod −18◦C i iznad 24◦C paraelek-
trik. Ovisnost spontane polarizacije o temperaturi je prikazana na slici 4.4. Takvu
pojavu ne mozˇemo usporediti s feromagnetima jer kod njih ne postoji donja tempe-
raturna granica feromagnetske faze. Pojava donje Curieve tocˇke je neobicˇna i medu
feroelektricima jer vec´ina njih zadrzˇava konacˇnu vrijednost spontane polarizacije i
na najnizˇim proucˇavanim temperaturama [16].
Slika 4.3: Dielektricˇne histereze Rochelleove soli na razlicˇitim temperaturama (Sawyer i
Tower, 1930. godine). Slika preuzeta iz [16].
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Sljedec´a zanimljiva anomalija primijec´ena prilikom istrazˇivanja Rochelleove soli
je velika vrijednost dielektricˇne konstante u feroelektricˇnoj u odnosu na onu u pa-
raelektricˇnoj fazi. Na kriticˇnim temperaturama dielektricˇna konstanta dosezˇe svoj
maksimum te se na temperaturama ispod donje i iznad gornje Curieve tocˇke ponasˇa
u skladu s Curie-Weissovim zakonom, odnosno obrnuto je proporcionalna razlici ter-
modinamicˇke i Curieve temperature. Ovisnost dielektricˇne konstante Rochelleove
soli o temperaturi je prikazana na slici 4.4, gdje mozˇemo uocˇiti opisano ponasˇanje.
Slika 4.4: Temperaturna ovisnost spontane polarizacije i dielektricˇne konstante kod Rochel-
leove soli (Hablu¨etzel, 1939. godine). Slika preuzeta iz [20].
U vrijeme otkric´a pojave feroelektricˇnosti kod Rochelleove soli, njena kristalna
struktura je bila nepoznata i postojala je velika vjerojatnost da je uz sve to i komplici-
rana, sˇto je rezultiralo nemoguc´nosˇc´u primjene jednostavnih mikroskopskih modela i
bilo kakva teorijska objasˇnjenja su bila u najboljem slucˇaju spekulativna [17]. Danas
je poznato da je uistinu Rochelleova sol jedan od kompliciranijih otkrivenih fero-
elektrika [17]. Upravo zbog toga, istrazˇivanja osnovnih feroelektricˇnih pojava su se
pocˇela fokusirati na jednostavnije primjere feroelektrika.
4.1.2 Barijev titanat
Feroelektricˇno ponasˇanje barijevog titanata je otkriveno u Americi tijekom II.
svjetskog rata. Gotovo istovremeno, neovisno o otkric´u u Americi, Wul i Goldman su
1945. godine u Rusiji objavili dokaz pojave feroelektricˇnosti kod barijevog titanata
nakon cˇega je zbog svoje jednostavnosti i prakticˇne korisnosti postao jedan od naj-
proucˇavanijih feroelektrika [17]. Barijev titanat ima kubicˇnu strukturu u simetricˇnoj
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fazi (slika 4.5b) i pripada velikoj skupini kristala opc´enite formule ABO3, gdje je A
dvovalentan i B cˇetverovalentan ion [19]. Ioni u jedinicˇnoj c´eliji prikazanoj na slici
4.5a se nalaze na polozˇajima:
Ba2+ : (0, 0, 0),
T i4+ : (1/2, 1/2, 1/2),
O2− : (1/2, 1/2, 0); (1/2, 0, 1/2); (0, 1/2, 1/2).
(a) (b)
Slika 4.5: (a) Jedinicˇna c´elija i (b) strukturalni elementi BaTiO3 kristala. Slika preuzeta
iz [19].
Barijev tirtanat je feroelektrik na sobnoj temperaturi s Curievom tocˇkom na 120◦C.
Daljnjim hladenjem kristala, uocˇena su josˇ dva fazna prijelaza na temperaturama od
0◦C i −70◦C. Na slici 4.6a je prikazana temperaturna ovisnost spontane polarizacije
BaTiO3 kristala u smjeru [100]. Diskontinuitet na Curievoj temperaturi se javlja
zbog prijalaza iz paraelektricˇne u feroelektricˇnu fazu, dok su ostala dva diskonti-
nuiteta povezana s prijelazima iz jedne u drugu feroelektricˇnu fazu. Iznad Curieve
tocˇke struktura kristala je kubicˇna, ali svaki fazni prijelaz je poprac´en i strukturalnom
promjenom [20]. Nesˇto ispod Curieve tocˇke vektor spontane polarizacije pokazuje
u [001] smjeru, nakon prvog faznog prijelaza iz jedne u drugu feroelektricˇnu fazu u
[011] smjeru, i na temperaturi ispod −70◦C u [111] smjeru. Dakle, svaki fazni pri-
jelaz je poprac´en i rotacijom vektora spontane polarizacije. Promjena smjera vektora
spontane polarizacije kod barijevog titanata je prikazana na slici 4.6b. Apsolutna vri-
jednost spontane polarizacije je nesˇto vec´a nego sˇto je prikazano na slici 4.6a i iznosi




Slika 4.6: (a) Temperaturna ovisnost spontane polarizacije u [100] smjeru u kristalu bari-
jevog titanata i (b) promjena smjera vektora spontane polarizacije prilikom faznih prijelaza.
Slike preuzete iz [19].
Kao sˇto je slucˇaj kod Rochelleove soli, i fazni prijelaz kod barijevog titanata je po-
prac´en znacˇajnim anomalijama u dielektricˇnoj konstanti. Na slici 4.7, koja pokazuje
ovisnost dielektricˇne konstante barijevog titatnata o temperaturi, mozˇemo uocˇiti tri
maksimuma na onim temperaturama gdje se javljaju i diskontinuiteti polarizacije.
Na tim temperaturama dielektricˇna konstanta poprima vrijednosti i do 104. Iznad
Curieve temperature, kao i kod Rochelleove soli, ovisnost dielektricˇne konstante je
u skladu s Curie-Weissovim zakonom. Takoder, kod barijevog titanata je uocˇena i
pojava temperaturne histereze sˇto je karakteristicˇno za sve feroelektrike cˇiji se fazni
prijelaz klasificira kao fazni prijelaz prvog reda. Takva pojava je posljedica energetske
okoline koja se sastoji od tri minimuma izmedu kojih se nalaze potencijalne barijere.
Ovisno o tome podizˇemo li temperaturu ili je spusˇtamo, do faznog prijelaza dolazi na
razlicˇitim temperaturama. Pojavu temperaturne histereze c´emo detaljnije razmotriti
u kasnijim poglavljima.
Svojstva koja smo prikazali na primjerima Rochelleove soli i barijevog titanata
posjeduje i vec´ina ostalih feroelektrika. Krivulja histereze je karakteristicˇno svoj-
stvo feroelektika koje ilustrira energetsku ekvivalentnost dva moguc´a smjera vektora
spontane polarizacije u kristalu kao i moguc´nost promjene smjera iste u vanjskom
elektricˇnom polju [19]. Upravo iz te karakteristike feroelektrika je proizasˇla i de-
finicija same pojave feroelektricˇnosti. Nadalje, histereza iscˇezava iznad odredene
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Slika 4.7: Temperaturna ovisnost dielektricˇne konstante barijevog titanata u smjeru osi po-
larizacije (εc) i u smjeru okomitom na os polarizacije (εa). Slika preuzeta iz [19].
temperature (Curieva tocˇka) sˇto indicira i nestanak spontane polarizacije. Takoder,
feroelektrici imaju i velike vrijednosti dielektricˇne konstante koje dosezˇu svoj mak-
simum na temperaturi Curieve tocˇke, a na svim viˇsim temperaturama dielektricˇna
konstanta pokazuje temperaturnu ovisnost odredenu Curie-Weissovim zakonom. Uz
kristale koje smo naveli kao primjer feroelektrika, u tablici 4.1 se nalaze josˇ nekoliko
poznatih feroelektricˇnih kristala i njihove Curieve tocˇke.
NAZIV SUPSTANCE KEMIJSKA FORMULA CURIEVA TOCˇKA
Barijev titanat BaTiO3 120◦C
Litijev niobat LiNbO3 1210◦C
Antimonov sulfojodid SbSI 20◦C
Kalij dihidrogen fosfat (KDP) KH2PO4 −150◦C
Amonijev fluorberilat (NH4)2BeF4 −98◦C
Rochelleova sol (RS) KNaC4H4O6 · 4H2O −18◦C; 24◦C
Triglicerin sulfat (TGS) (NH2CH2COOH)3 ·H2SO4 49◦C
Natrijev nitrit NaNO2 164◦C
Olovljev germanat Pb5Ge3O11 180◦C
Tablica 4.1: Kemijske formule i Curieve tocˇke nekih feroelektricˇnih kristala. Podaci preuzeti
iz [19].
Kada raspravljamo o negativnom elektricˇnom kapacitetu, ipak je najinteresantnija
pojava kod feroelektrika krivulja histereze. Cˇinjenica da postoje dva moguc´a smjera
spontane polarizacije u kristalu kao kod Rochelleove soli (slika 4.1), koja su takoder
i stabilna, navodi na postojanje dva minimuma slobodne energije izmedu kojih se
nalazi potencijalna barijera (maksimum slobodne energije). Postavljanjem feroelek-
trika izmedu plocˇa kondenzatora, ovisnost polarizacije o vanjskom elektricˇnom polju
mozˇemo promatrati kao ovisnost naboja o naponu izmedu plocˇa kondenzatora zbog
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Slika 4.8: Ovisnost polarizacije feroelektrika o vanjskom elektricˇnom polju u obliku slova S
na temperaturama ispod i iznad Curieve tocˇke, T < TC i T > TC . Slika preuzeta iz [19].
cˇinjenice da je povrsˇinska gustoc´a vezanih naboja proporcionalna polarizaciji i elek-
tricˇno polje naponu. Iz definicije diferencijalnog elektricˇnog kapaciteta (3.1) tada
mozˇemo zakljucˇiti da je podrucˇje izmedu tocˇaka B i C na slici 4.8 zapravo podrucˇje
negativnog kapaciteta. Dakle, tijekom promjene smjera polarizacije vanjskim elek-
tricˇnim poljem sustav prolazi kroz podrucˇje negativnog elektricˇnog kapaciteta. No,
kako se vec´ da naslutiti, podrucˇje negativnog elektricˇnog kapaciteta je nestabilno sˇto
c´emo i pokazati kasnije. Zbog toga se postavljanjem feroelektrika izmedu plocˇa kon-
denzatora ne mozˇe uocˇiti krivulja prikazana na slici 4.8 vec´ uocˇavamo pojavu histe-
reze sˇto je prikazano isprekidanim linijama. S druge strane, ako promotrimo ovisnost
polarizacije o vanjskom elektricˇnom polju za temperature iznad kriticˇne tocˇke na slici
4.8 nigdje ne uocˇavamo podrucˇje s negativnim nagibom koje bi navodilo na postoja-
nje podrucˇja negativnog elektricˇnog kapaciteta. Na dovoljno visokim temperaturama
ovisnost polarizacije o vanjskom elektricˇnom polju je gotovo linearna i feroelektrik
se ponasˇa kao svaki obicˇan dielektrik, najcˇesˇc´e s jako velikom dielektricˇnom konstan-
tom.
4.2 Uzrok feroelektricˇnosti u materijalima
Feroelektricˇni fazni prijelaz je strukturalni fazni prijelaz kao rezultat cˇega do-
lazi do pojave spontane polarizacije u kristalu koju uzrokuje relativni pomak iona
u svakoj od jedinicˇnih c´elija kristala [19]. Temeljni element odgovoran za pojavu
feroelektricˇnosti je elektricˇni dipol, par tocˇkastih naboja jednakih iznosa i suprotnog
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predznaka smjesˇtenih na maloj medusobnoj udaljenosti [10]. Takva konfiguracija
naboja uzrokuje pojavu dipolnog momenta cˇiji je iznos jednak umnosˇku apsolutne
vrijednosti naboja i njihove medusobne udaljenosti, p = qd, a vektor je usmjeren od
negativnog prema pozitivnom naboju kao sˇto prikazuje slika 4.9.
Slika 4.9: Prikaz elektricˇnog dipola i dipolnog momenta.
Zbog jednostavnosti c´emo pomak iona u kristalnoj resˇetci prikazati na primjeru
2D kristalne resˇetke koja se sastoji od dvije razlicˇite vrste iona. No, realni kristali su
trodimenzionalni te se mogu sastojati od viˇse od dvije vrste iona pa c´emo razmatra-
nje prosˇiriti na 3D kristalnu resˇetku na primjeru barijevog titanata.
Promotrimo 2D kristalnu resˇetku koja se sastoji od dvije vrste iona koja je prika-
zana na slici 4.10a, gdje bijeli krugovi predstavljaju negativne ione (−q) i crni krugovi
pozitivne ione (+q). Svaki ion mozˇemo modelirati kao da je sav naboj skoncentriran
u srediˇstu iona i pritom vrijedi da je ukupan naboj cijele resˇetke jednak nuli. Zbog
ukupnog efekta svih sila koje djeluju izmedu iona, prirodan poredak kod svih dielek-
trika i feroelektrika u paraelektricˇnoj fazi je kao na slici 4.10a. Svaki crni ion u tom
slucˇaj ima za cˇetiri najblizˇa susjeda bijele ione, i obrnuto, sˇto zbog simetrije uzrokuje
poniˇstavanje naboja na svakoj poziciji iona [15]. Kod takve kofiguracije iona u kris-
talnoj resˇetci nema separacije pozitivnog i negativnog naboja te nema ni dipolnog
momenta.
Postavljanjem dielektrika u vanjsko elektricˇno polje ili spusˇtanjem temperature
tako da iz paraelektricˇne faze kristal prelazi u feroelektricˇnu, energetski stabilnija
konfiguracija naboja je ona prikazana na slici 4.10b. U tom slucˇaju negativan naboj,
koji se nalazi u srediˇstu kvadratne grupe, ne poniˇstava pozitivan naboj odgovarajuc´e
grupe crnih iona jer se srediˇsta grupa naboja ne podudaraju [15]. Takva separa-
cija srediˇsta pozitivnog i negativnog naboja jednakih iznosa rezultira pojavom dipol-
nog momenta. Vektor dipolnog momenta je usmjeren od srediˇsta negativnog prema
srediˇstu pozitivnog naboja kako prikazuje slike 4.10b. Svi dipolni momenti u proma-
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(a) (b)
Slika 4.10: Prikaz dijela dvodimenzionalne kristalne resˇetke (a) u kojoj nema separacije
srediˇsta naboja i (b) kada ne dolazi do poniˇstavanja pozitivnog i negativnog naboja sˇto rezul-
tira pojavom dipolnog momenta. U oba slucˇaja bijeli krugovi predstavljaju negativne ione,
−q, a crni krugovi pozitivne ione, +q. Slike preuzete iz [15].
tranom volumenu kristala tada rezultiraju makroskopskom polarizacijom, odnosno u
slucˇaju feroelektrika spontanom polarizacijom u feroelektricˇnoj fazi.
Naravno, relativni pomak elektronskog oblaka i jezgre koji se javlja postavljanjem
kristala u vanjsko elektricˇno polje dovodi do elektronske polarizacije. No, kod fero-
elektrika je ona u vec´ini slucˇajeva zanemariva jer je ionska polarizacija uzrokovana
relativnim pomakom pozitivnih i negativnih iona resˇetke puno vec´eg iznosa [15]. To
dakako vrijedi kada je elektricˇno polje staticˇko ili malih frekvencija, odnosno kada se
sporo mijenja u vremenu. Pri visokim frekvencijama vanjskog elektricˇnog polja elek-
tronska polarizacija postaje znacˇajna, ali tada se znacˇaj ionske polarizacije smanjuje
jer su ioni, za razliku od elektronskih oblaka, masivni pa je i njihov odziv na jako
brzo oscilirajuc´e polje neznatan.
Slika 4.11: Na slici lijevo je prikazana kristalna struktura barijevog titanata u paraelektricˇnoj
fazi, a na slici desno je prikazan pomaka iona barija i titana u odnosu na ione kisika zbog
cˇega se javlja dipolni moment. Slika preuzeta iz [21].
Kod barijevog titanata, pojava dipolnog momenta u jedinicˇnoj c´eliji je uzrokovana
pomakom iona barija Ba2+ i titana Ti4+ u odnosu na ione kisika O2−. U paraelek-
tricˇnoj fazi, na temperaturama vec´im od Curieve, kristalna struktura barijevog tita-
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nata je kubicˇna te se ioni titana (Ti) nalaze u srediˇstu kristalne resˇetke. Ioni barija
(Ba) i kisika (O) okruzˇuju ione Ti sˇto uzrokuje poniˇstavanje naboja objasˇnjeno na
primjeru dvodimenzionalne resˇetke (slike 4.10a). Tijekom faznog prijelaza iz para-
elektrika u feroelektrik ioni Ba i Ti se pomicˇu u odnosu na ione O sˇto je prikazano
na slici 4.11 [21]. Tocˇnije, ioni Ba2+ se pomaknu za 0,05 A˚ i ioni Ti+4 za 0,1 A˚
prema gore, a ioni O2− prema dolje za 0,04 A˚ u odnosu na prethodni polozˇaj [29].
Kristalna struktura se deformirala pa se srediˇsta pozitivnog i negativnog naboja viˇse
ne poklapaju te se javlja dipolni moment u svakoj jedinicˇnoj c´eliji kristala sˇto re-
zultira spontanom polarizacijom. Takva tetragonalna struktura je stabilna izmedu
120◦C i 5◦C nakon cˇega se struktura barijevog titanata ponovno mijenja prelaskom
u novu feroelektricˇnu fazu. No, lokalna separacija iona u kristalnoj resˇetci nije do-
voljna da bismo imali feroelektricˇnu spontanu polarizaciju [22]. Do pojave spontane
polarizacije kod feroelektrika dolazi tek kada su svi ili vec´ina dipola orijentirani u
istom smjeru. Primarna sila koja omoguc´ava dugodosezˇno kolektivno uredenje koje
rezultira ukupnom polarizacijom je dipol-dipol interakcija [22]. Zbog dipol-dipol in-
terakcije koja je elektrostatske prirode, dipoli svojim elektricˇnim poljima koreliraju
susjedne dipole. Na taj nacˇin dipolni moment se orijentira u smjeru elektricˇnog polja
drugog dipola cˇime minimizira svoju energiju.
4.3 Teorija srednjeg polja
S obzirom na znacˇajnu analogiju feroelektrika s feromagnetima, u ovom poglav-
lju c´emo prikazati makroskopsku teoriju srednjeg polja po uzoru na klasicˇni pristup
Langevineove teorije paramagnetizma kako bismo opisali Curie-Weissovo ponasˇanje
susceptibilnosti u paraelektricˇnoj fazi i ovisnost polarizacije o temperaturi u blizini
kriticˇne tocˇke.
Pretpostavimo strukturu koja se sastoji od pravilno poredanih permanentnih di-
pola koji se mogu orijentirati u jednom od dva moguc´a suprotna smjera pri cˇemu c´e
bilo kakva termalna gibanja uniˇstiti pravilnost te strukture. Nadalje, pretpostavimo
da termalna gibanja znacˇajno ne utjecˇu na pozicije vec´ samo na orijentacije dipola.
Permanentni dipoli c´e zadrzˇati svoje individualne dipolne momente, ali c´e se ukupan
dipolni moment sustava smanjiti ili uniˇstiti zbog nasumicˇne orijentacije dipola [16].
Opisani sustav c´emo promatrati u klasicˇnoj granici opisanoj Boltzmannovom raspo-
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djelom,
f(ϑ) = e−βE(ϑ), (4.1)
pri cˇemu f(ϑ) predstavlja vjerojatnost nalazˇenja dipola ~p pod kutem ϑ u odnosu na
elektricˇno polje ~E. U relaciji (4.1), β = (kBT )−1 gdje je kB Boltzmannova konstanta,
a E(ϑ) energija interakcije dipola ~p s elektricˇnim poljem odredena s
E(ϑ) = −~p · ~E = −pE cosϑ. (4.2)
Polarizacija je opc´enito definirana s (2.5). Polarizacija promatranog sustava N dipola
je odredena s
P = np¯z, (4.3)
gdje je n = N/V koncentracija dipola i p¯z srednji dipolni moment u smjeru elek-
tricˇnog polja (pri cˇemu vrijedi pz = p cosϑ) kao sˇto prikazuje slika 4.12. Klasicˇno,
Slika 4.12: Prikaz vektora dipolnog momenta p pod kutem ϑ u odnosu na vanjsko elektricˇno
polje E u z-smjeru.






gdje je dΩ = sin(ϑ)dϑdϕ diferencijal prostornog kuta. Izvrijednjavanjem intergrala u







1Detaljniji izracˇun je prikazan u dodatku A.1.
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gdje je cˇlan u uglatoj zagradi Langevineova funkcija L(x) i x ≡ pE
kBT
. Konacˇno, pola-







U rezˇimu slabog elektricˇnog polja, energija dipola je puno manja od termalne
energije (pE  kBT ), odnosno vrijedi da x  1. U tom slucˇaju coth(x) u (4.6)








x3, x 1. (4.7)
Koriˇstenjem razvoja u Taylorov red (4.7), polarizaciju odredenu Langevineovom funk-












Svaki dipol koji ima stalni moment djeluje kao izvor elektricˇnog polja te mozˇe
utjecati na susjedne dipole koji takoder posjeduju stalni dipolni moment. Tada je
elektricˇno polje koje osjec´a jedan dipol superpozicija polja svih ostalih koji ga okruzˇuju.
Srednje polje koje nastaje interakcijom dipola stvara lokalno elektricˇno polje koje uz-
rokuje polarizaciju. Za mala lokalna polja, ono je proporcionalno polarizaciji gdje je
koeficijent proporcionalnosti generalizirani Lorentzov faktor B koji ovisi o geometriji
resˇetke [18]. Efektivno polje, ~Eeff , koje djeluje na dipole jednako je
~Eeff = ~E +B ~P (4.9)
gdje ~E predstavlja vanjsko elektricˇno polje. Promatramo slucˇaj u kojem su efektivno
polje, vanjsko polje i polarizacija u istom smjeru pri cˇemu mozˇemo gledati samo
iznose tih velicˇina. Uvodenjem aproksimacije srednjeg polja, gdje je efektivno elek-















Izraz (4.10) predstavlja transcendentnu jednadzˇbu, gdje polarizacija samosuglasno
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ovisi sama o sebi. Transcendentnu jednadzˇbu iz (4.10) analiticˇki mozˇemo rijesˇiti u
paraelektricˇnoj fazi gdje je ukupna energija dipola puno manja od termalne energije,
p(E + BP )  kBT . Tada mozˇemo zanemariti kvadratni cˇlan u uglatoj zagradi u




(E +BP ). (4.11)









U relaciji (4.12) polarizacija je proporcionalna elektricˇnom polju te mozˇemo iskoris-









gdje je χC ≡ np23ε0kBT Curieva paraelektricˇna susceptibilnost bez interakcije dipola.
Izraz (4.13) ukazuje da, zbog interakcije dipola dolazi do povec´anja elektricˇne sus-
ceptibilnosti sustava u odnosu na χC sˇto se naziva Stonerovo pojacˇanje. Ono je pro-
porcionalno Lorentzovom faktoru B koji predstavlja konstantu interakcije. Kada in-
terakcija dosegne dovoljno velik kriticˇan iznos, tako da 1 − ε0BχC → 0, susceptibil-
nost dielektrika divergira sˇto indicira nestabilnost paraelektricˇnog osnovnog stanja.
Kada je ispunjen taj kriterij, koji nazivamo i Stonerov kriterij, dolazi do faznog prije-
laza u uredeno stanje feroelektrika. S druge strane, za male vrijednosti Lorentzovog
faktora (B  1), cˇlan ε0BχC mozˇemo zanemariti. Dakle, u slucˇaju kada su interak-
cije dipola zanemarive, susceptibilnost je jednaka Curievoj susceptibilnosti χC koja
je obrnuto proporcionalna termodinamicˇkoj temperaturi. Iz (4.11) mozˇemo dobiti i









gdje smo definirali Curievu temperaturu TC ≡ np2B3kB koja ovisi o konstanti interakcije
B. Prema analogiji s feromagnetima, Curieva temperatura je ona temperatura iznad
koje se feroelektrik ponasˇa kao paraelektrik. Trazˇenjem ovisnosti polarizacije o elek-
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tricˇnom polju i koriˇstenjem relacije (2.9) dobivamo Curie-Weissov zakon koji vrijedi





T − TC . (4.15)
Paraelektricˇna susceptibilnost je prema (4.15) obrnuto proporcionalna razlici termo-
dinamicˇke temperature i Curieve temperature. Na T = TC uocˇavamo divergenciju
susceptibilnosti sˇto karakterizira kriticˇnu tocˇku koja oznacˇava fazni prijelaz paraelek-
trika u feroelektrik, dok se s povec´anjem temperature susceptibilnost smanjuje. Kao
sˇto vidimo, temperatura TC je odredena jacˇinom interakcije dipola sˇto je sadrzˇano u
konstanti B.
Sljedec´e razmatramo ovisnost polarizacije o temperaturi u odsustvu vanjskog
elektricˇnog polja (E = 0) u okolini kriticˇne tocˇke TC . Uz taj uvjet, transcendentna















Vec´ na prvi pogled vidimo da jednadzˇba (4.16) ima barem jedno realno rjesˇenje,
















gdje smo prepoznali definiciju Curieve temperature, TC = np2B/3kB. Jednadzˇbu
(4.17) svodimo na sljedec´i izraz:










U okolini kriticˇne tocˇke T ≈ TC , gdje promatramo ovisnost polarizacije o tempe-




≈ 1) te u jednadzˇbi
(4.18) taj omjer mozˇemo zamijeniti s jedinicom pri cˇemu dobivamo ovisnost kvadrata
polarizacije o temperaturi,




(TC − T ). (4.19)
Konacˇno, korjenovanjem izraza (4.19), za ovisnost polarizacije o temperaturi u oko-
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lini kriticˇne tocˇke T ≈ TC dobivamo







Dakle, u okolini T ≈ TC , ali za T < TC polarizacija je proporcionalna
√
1− T/TC .
Cˇinjenica da su oba rjesˇenja realna za T < TC vodi nas na zakljucˇak da u fero-
elektricˇnoj fazi postoje dva minimuma energije za vrijednosti polarizacije iz (4.20).
Takoder, jedno od moguc´ih rjesˇenja jednadzˇbe (4.16) P = 0 stabilno je s druge
strane kriticˇne tocˇke gdje je T > TC . Na slici 4.13 mozˇemo vidjeti ovisnost pola-
rizacije dobivene numericˇkim rjesˇavanjem transcendentne jednadzˇbe i ovisnost po-
larizacije o temperaturi odredenu izrazom (4.20) dobivenu analiticˇkim rjesˇavanjem
transcendentne jednadzˇbe u okolini kriticˇne tocˇke T ≈ TC odakle mozˇemo primijetiti
da se analiticˇko rjesˇenje podudara s numericˇkim u okolini kriticˇne tocˇke, sˇto je i za
ocˇekivati.
Ovisnosti suceptibilnosti o temperaturi u paraelektricˇnoj fazi, kao i ovisnost pola-
rizacije o temperaturi u okolini kriticˇne tocˇke slazˇu se s eksperimentalno dobivenim
ovisnostima opisanim u poglavlju 4.1. Iako je u navedenim primjerima eksperimen-
talno promatrana dielektricˇna konstanta, elektricˇna susceptibilnost je velicˇina koja
je za dano elektricˇno polje izravno povezana s polarizacijom prema (2.9). Zato je
prirodnije promatrati susceptibilnost feroelektrika kada raspravljamo o odzivu po-
larizacije na vanjsko elektricˇno polje. No, kako su vrijednosti susceptibilnosti kod
feroelektrika jako velike, pogotovo u blizini kriticˇne tocˇke, dodavanjem jedinice ne
radimo veliku razliku pa vrijedi εr ≈ χ [15].
Slika 4.13: Ovisnost polarizacije o temperaturi prikazana za numericˇko rjesˇenje transcen-
dentne jednadzˇbe (puna plava linija) i analiticˇko rjesˇenje u okolini kriticˇne tocˇke T ≈ TC
(isprekidana ljubicˇasta linija). Graf ovisnosti je napravljen u programu Wolfram Mathema-
tica.
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5 Landauova teorija faznih prijelaza
Fenomenolosˇku teoriju faznih prijelaza je predlozˇio Landau 40-ih godina prosˇlog
stoljec´a, originalno kako bi opisao supravodljivost, odnosno kontinuirani fazni pri-
jelaz [23]. Pokazala se korisnom za opc´enito opisivanje i razumijevanje prirode
faznih prijelaza izmedu uredenih i neuredenih stanja. Temeljena je na simetriji, a
omoguc´uje pouzdan opis ravnotezˇnog ponasˇanja sustava u blizini faznog prijelaza.
Bitno je naglasiti da je Landauova teorija faznih prijelaza zapravo teorija srednjeg
polja sˇto podrazumijeva zanemarivanje fluktuacija. Upravo zbog toga sˇto se unutar
Landauove teorije slobodna Gibbsova energija razvija u red polinoma po parametru
uredenja, npr. polarizaciji, koja predstavlja srednju vrijednost svih dipolnih mome-
nata, ona je temeljena na teoriji srednjeg polja. Razmatranjem uloge fluktuacija u
promatranom sustavu, moguc´e je ocijeniti valjanost teorije srednjeg polja. Pokazuje
se da ona dobro opisuje sustav iznad gornje kriticˇne dimenzije (d∗ = 4) sˇto intuitivno
vodi na zakljucˇak da c´e opis sustava biti bolji u onim sustavima gdje svaki atom ima
velik broj susjeda, odnosno da je prikladna za sustave s dugodosezˇnim interakcijama
kao sˇto su supravodicˇi ili feroelektrici [24].
U svojim originalnim biljesˇkama iz 1937. godine Landau zakljucˇuje da sustav
ne mozˇe glatko prijec´i izmedu dvije faze razlicˇite simetrije. Takoder, zbog cˇinjenice
da termodinamicˇka stanja dviju faza razlicˇitih simetrija moraju biti jednaka na za-
jednicˇkoj liniji faznog prijelaza, simetrija jedne mora biti vec´a od simetrije druge
faze [24]. Upravo zbog toga sˇto sustav prolazi kroz kvalitativnu promjenu prilikom
faznog prijelaza te se stvara red tamo gdje ga ranije nije bilo, slobodna energija
mora biti analiticˇka funkcija neke varijable. Landau karakterizira fazni prijelaz preko
parametra uredenja, fizikalne velicˇine koja je jednaka nuli u neuredenoj fazi (fazi vi-
soke simetrije), a kontinuirano poprimi konacˇnu vrijednost kada se simetrija sustava
smanji, odnosno kada sustav prijede u uredenu fazu [24]. U feromagnetskim sus-
tavima parametar uredenja je magnetizacija, u supravodicˇima energijski procijep, a
u slucˇaju faznog prijelaza paraelektrik-feroelektrik parametar uredenja je polariza-
cija P . S obzirom da je slobodna Gibbsova energija sustava u ravnotezˇi jedinstveno
odredena s tlakom i temperaturom, tada i parametar uredenja mora biti funkcija
tih varijabli, P = P (p, T ) [25]. Kao sˇto je i ranije spomenuto, Landauova teorija
zanemaruje fluktuacije u blizini faznog prijelaza te je parametar uredenja prostorno
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neovisna velicˇina, odnosno jednak je u cijelom sustavu. Kljucˇna aproksimacija Landa-
uove teorije je da se u blizini prijelaza slobodna energija mozˇe razviti u red potencija
po parametru uredenja prilikom cˇega zadrzˇavamo samo cˇlanove koji odgovaraju si-
metriji sustava. Koeficijenti razvoja u red se pritom odreduju eksperimentalno ili
pomoc´u mikroskopskih izracˇuna [24]. Takoder, jedna od bitnih pretpostavki Landa-
uove teorije faznih prijelaza je da sva netrivijalna temperaturna ovisnost sadrzˇana u
koeficijentu uz cˇlan najnizˇeg reda u razvoju slobodne energije [23].
U ovom radu c´emo se baviti homogenim sustavima s prostorno uniformnom po-
larizacijom za cˇije opis je prikladna Landau-Devonshireova teorija. Termodinamicˇko
stanje sustava u ravnotezˇi opc´enito je moguc´e potpuno opisati vrijednostima tocˇno
odredenih varijabli, a za homogene feroelektrike te varijable su temperatura (T ),
polarizacija (P ), elektricˇno polje (E), deformacija (η) i naprezanje (σ) [24]. Kako
uobicˇajeno primjenjujemo elektricˇno polje i naprezanje na nekom feroelektriku, takve
varijable nazivamo vanjskim ili nezavisnim varijablama, dok su polarizacija i defor-
macija ”unutrasˇnje” ili zavisne varijable. Temperatura i tlak su takoder nezavisne
varijable i upravo zbog toga je relevantni termodinamicˇki potencijal Gibbsova slo-
bodna energija [25]. U ovom radu nec´emo se baviti mehanicˇkom deformacijom
feroelektrika te nec´emo razmatrati posljedice koje proizlaze iz toga. U tome slucˇaju,
za opis faznih prijelaza prvog i drugog reda dovoljno je zadrzˇati najnizˇe tri potencije
polarizacije P u razvoju (5.1).
Gibbsovu slobodnu energiju mozˇemo zapisati u obliku
G(P, p, T ) = G0 +
1
2
α(p, T )P 2 +
1
4
β(p, T )P 4 +
1
6
γ(p, T )P 6 + ..., (5.1)
gdje G0 predstavlja Gibbsovu slobodnu energiju u paraelektricˇnoj fazi u odnosu na
koju c´emo, zbog jednostavnosti, mjeriti Gibbsovu energiju (G0 ≡ 0). Bitno je uocˇiti
da se u razvoju slobodne energije za fazni prijelaz paraelektrik-feroelektrik nalaze
samo cˇlanovi s parnim potencijama. Razlog tomu lezˇi upravo u simetriji sustava jer
znamo da slobodna energija mora biti invrijantna na promjenu smjera polarizacije,
odnosno mora vrijediti
G(P, p, T ) = G(−P, p, T ). (5.2)
Kako smo ranije naglasili, sva netrivijalna temperaturna ovisnost u okolini tocˇke faz-
nog prijelaza (T ∼ T0) lezˇi u koeficijentu uz cˇlan najnizˇeg reda u razvoju slobodne
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energije (α) te pretpostavimo da ostali koeficijenti (β, γ, ...) ne ovise o temperaturi.
Pokazat c´emo da koeficijent α linearno ovisi o temperaturi,
α(T ) = α0(T − T0), (5.3)
gdje je koeficijent α0 neovisan o temperaturi i uvijek pozitivan (α0 > 0). Ako pro-
motrimo relaciju (5.3) mozˇemo vidjeti da se, ovisno o temperaturi, mijenja predznak
koeficijenta α. Tocˇnije, kada je temperatura manja od kriticˇne temperature (T < T0,)
koeficijent uz cˇlan najnizˇeg reda ima negativan predznak, dok je u suprotnom slucˇaju
(T > T0) predznak pozitivan.
U slucˇaju kada se feroelektricˇni materijal nalazi u elektricˇnom polju, slobodna
energija iz relacije (5.1) poprima oblik
G(P, T,E) = G0 +
1
2





γP 6 − ~E · ~P . (5.4)
Ukljucˇivanjem vanjskog elektricˇnog polja, nasumicˇno usmjereni dipoli polariza-
cije imaju tendenciju usmjeriti se u smjeru polja. S obzirom da u relaciji (5.4) imamo
skalarni produkt elektricˇnog polja i polarizacije, koji predstavlja energiju polarizira-
nog materijala, mozˇemo vidjeti da slobodnu energiju povec´ava antiparalelno usmje-
renje polarizacije u odnosu na vanjsko elektricˇno polje, dok je smanjuje paralelno
usmjerenje.
Iz prvih derivacija termodinamicˇkog potencijala, Gibbsove slobodne energije, pro-
izlaze vrijednosti fizikalnih svojstava sustava kao sˇto su entropija (S) i polarizacija
(P ), dok drugim derivacijama mozˇemo dobiti toplinski kapacitet pri stalnom tlaku







































Nakon definiranja Gibbsove energije prirodno je da nas zanima sˇto se dogada sa
slobodnom energijom ako promijenimo neki vanjski parametar. Za pocˇetak c´emo
razmatrati koji efekt ima promjena temperature te c´emo kasnije promotriti i utjecaj
vanjskog elektricˇnog polja.
Na slici 5.1a se nalazi ovisnost slobodne energije o polarizaciji za paraelektricˇne
i feroelektricˇne materijale. Nacˇin na koji c´e slobodna energija prijec´i izmedu ove
dvije konfiguracije odreduje predznak koeficijenta β, odnosno on odreduje prirodu
prijelaza paraelektrika u feroelektrik te dolazi li do kontinuirane ili diskontinuirane
pojave polarizacije za temperature T < T0. Takoder, na slici 5.1a uocˇavamo i, ra-
nije napomenutu, cˇinjenicu da za jednake vrijednosti polarizacije suprotnog smjera
slobodna energija ima jednaku vrijednost kako u paraelektricˇnoj tako i u feroelek-
tricˇnoj fazi. Prvo c´emo promotriti paraelektricˇnu fazu, s obzirom da su njena svoj-
(a) (b)
Slika 5.1: Sobodna energija G kao funkcija polarizacije P za (a) paraelektricˇni materijal i
(b) feroelektricˇni materijal. Slika preuzeta iz [24].
stva jednaka neovisno o nacˇinu prijelaza sustava iz paraelektricˇne u feroelektricˇnu
fazu. Ravnotezˇna konfiguracija sustava je odredena minumumom slobodne energije
(5.1), gdje promatramo slucˇaj u kojemu nema vanjskog elektricˇnog polja. Ekstreme
slobodne energije odredujemo tako da trazˇimo gdje je promjena slobodne energije













Deriviranjem Gibbsove slobodne energije definirane s (5.1) te izjednacˇavanjem s
nulom, dobivamo:
α(T )P + βP 3 + γP 5 = 0. (5.12)
Na taj nacˇin mozˇemo dobiti ravnotezˇnu vrijednost polarizacije u paraelektricˇnoj fazi.
Ako je α(T ) > 0 i β, γ > 0 vidimo da je P = 0 jedino realno rjesˇenje koje zado-
voljava jednadzˇbu (5.12). Dakle, ravnotezˇna vrijednost polarizacije je jednaka nuli
u paraelektricˇnoj fazi. To isto uocˇavamo sa slike 5.1a gdje je vidljivo da se mini-
mum slobodne energije nalazi na P = 0. Najinteresantnije je promotriti elektricˇnu
susceptibilnost u paraelektricˇnoj fazi koju odredujemo kao drugu parcijalnu deriva-
ciju Gibbsove energije po polarizaciji sˇto je dano izrazom (5.8). Drugom derivacijom
relacije (5.1) po polarizaciji dobivamo:
1
χP
= α(T ) + 3βP 2 + 5γP 4. (5.13)





, T > T0. (5.14)
Susceptibilnost sustava klasicˇnih interagirajuc´ih dipola (feromagneti, feroelektrici,...)
u vanjskom polju mozˇe se izraziti u okviru aproksimacije srednjeg polja i ima oblik
Curie-Weissovog zakona, tj. χ = C/(T − T0), gdje je C Curieva konstanta. Odatle,
usporedbom s (5.14), slijedi linearna ovisnost koeficijenta α(T ) ∼ T − T0. Takva
ovisnost elektricˇne susceptibilnosti o temperaturi za T > T0 je uocˇena kod vec´ine
feroelektrika sˇto dodatno potvrduje pretpostavku linearne ovisnosti koeficijenta α
o temperaturi (5.3) [24]. Indeksacija oznacˇava cˇinjenicu da promatramo suscepti-
bilnost u paraelektricˇnoj fazi, T > T0. Takoder, iz relacije (5.14) mozˇemo uocˇiti
divergenciju elektricˇne susceptibilnosti kako se temperatura priblizˇava temperaturi
prijelaza T0.
Promjenom vanjskog parametra, kao sˇto je temperatura, zbog ocˇuvanja energije
nije moguc´e inducirati trenutnu promjenu energije sustava. Promotrimo za pocˇetak







Ako zapiˇsemo relaciju (5.15) u obliku G = gV , vidimo da postoje dvije moguc´nosti
promjene Gibbsove slobodne energije. Promjena slobodne energije δG mozˇe proizic´i
iz promjene gustoc´e slobodne energije g, δG = δgV , ili iz promjene volumena V ,
δG = gδV [25]. Kada dolazi do promjene svojstava sustava kao rezultat faznog
prijelaza, ona mogu prolaziti kroz male promjene δg po cijelom sustavu odjednom
ili samo u nekim njegovim dijelovima volumena δV . Te dvije moguc´nosti odreduju
fazni prijelaz prvog i drugog reda te su prikazane na slici 5.2. Zbog jednostavnosti,
prvo c´emo promotriti fazni prijelaz drugog reda.
Slika 5.2: Prikaz dvije razlicˇite moguc´nosti promjene δG u slobodnoj energiji povezane s
faznim prijelazom prvog i drugog reda. Slika preuzeta iz [25].
5.1 Fazni prijelaz drugog reda (kontinuirani)
U slucˇaju kada se promjena faze javlja simultano u cijelom sustavu, dolazi do
faznog prijelaza drugog reda. Iako je razlika δg izmedu svojstava dviju faza mala,
stara faza koja je zauzimala cijeli volumen ne mozˇe viˇse postojati (cˇak ni kao me-
tastabilno stanje) te ju zamjenjuje nova faza [25]. Te faze su razlicˇitih simetrija pa,
kako bi se to zadovoljilo, mora se javiti nagla promjena, odnosno diskontinuitet u
njihovim svojstvima. Prvu klasifikaciju faznih prijelaza je predlozˇio Paul Ehrenfest
1933. godine prema tome koji red derivacije slobodne energije pokazuje singularno
ponasˇanje (diskontinuitet) na temperaturi faznog prijelaza [25], [26]. Prema njemu,
fazni prijelaz drugog reda karakterizira diskontinuitet u drugoj derivaciji slobodne
energije. Odnosno, svojstva sustava kao sˇto su elektricˇna susceptibilnost i toplinski
kapacitet pri stalnom tlaku su diskontinuirani. Zbog toga sˇto se parametar uredenja
kod ove vrste prijelaza mijenja kontinuirano (bez prekida, odnosno ”skoka”) s tempe-
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raturom, nazivamo ga i kontinuirani fazni prijelaz. Fazne prijelaze Rochelleove soli,
spomenute u poglavlju 4.1, iz paraelektricˇnog u feroelektricˇno stanje klasificiramo
kao fazne prijelaze drugog reda.
Vec´ smo ranije spomenuli da predznak koeficijenta β u razvoju Gibbsove ener-
gije definiranom s (5.1) odreduje prirodu prijelaza paraelektrika u feroelektrik. U
slucˇaju kontinuiranog faznog prijelaza koeficijent β je pozitivan (β > 0) te, bez gu-
bitka opc´enitosti, mozˇemo zanemariti cˇlan najviˇseg reda u razvoju slobodne energije
u red polinoma, odnosno postavljamo γ = 0. Ukljucˇivanjem tog cˇlana tek bismo
neznatno modificirali oblik G(P, T ) zbog cˇinjenice da je prethodni cˇlan uvijek pozi-
tivan pri odredenom tlaku i temperaturi. S obzirom da kod ovakve vrste prijelaza
ne postoji skok u parametru uredenja (polarizaciji) nego se on kontinuirano mijenja
s porastom temperature, ne postoji niti latentna toplina prijelaza. U ovom slucˇaju,
do faznog prijelaza dolazi na temperaturi T = T0 = TC [24]. Temperaturu T0 na-
zivamo Curie-Weissova temperatura i ona mjeri ravnotezˇu izmedu paraelektricˇne i
feroelektricˇne faze, odnosno na toj temperaturi je slobodna energija feroelektricˇne
jednaka slobodnoj energiji paraelektricˇne faze [27]. Kod faznog prijelaza drugog
reda Gibbsova slobodna energija ima oblik
G(P, T ) =
1
2
α0(T − T0)P 2 + 1
4
βP 4, (5.16)
gdje smo energiju nepolariziranog stanja postavili u ishodiˇste (G0 = 0). Na slici 5.3
prikazana je ovisnost slobodne energije o polarizaciji za kontinuirani fazni prijelaz
paraelektrika u feroelektrik koja proizlazi iz relacije (5.16). Na slici vidimo ovisnost
energije o polarizaciji za tri razlicˇite temperature T < T0, T = T0 i T > T0. Mozˇemo
uocˇiti da je ovisnost simetricˇna s obzirom na y-os te da za temperaturu T < T0 pos-
toje dva minimuma energije i jedan maksimum. Ono sˇto ocˇekujemo je da c´emo dobiti
dvije vrijednosti ravnotezˇne polarizacije suprotnih predznaka za koje dolazi do po-
jave tih minimuma.
Sljedec´e c´emo razmotriti feroelektricˇnu fazu (T < T0) kod materijala koji pro-
laze kroz kontinuirani fazni prijelaz iz paraelektrika u feroelektrik. U slucˇaju kada
nema vanjskog elektricˇnog polja, i kada je temperatura dovoljno niska da materi-
jal prijede iz paraelektricˇne u feroelektricˇnu fazu, dolazi do induciranja spontane
polarizacije. Vrijednost spontane polarizacije mozˇemo odrediti iz relacije (5.12) pos-
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Slika 5.3: Ovisnost Gibbsove slobodne energije o polarizaciji kod faznog prijelaza drugog
reda za tri razlicˇite temperature T < T0, T = T0 i T > T0 gdje T0 predstavlja temperaturu
prijelaza. Slika preuzeta iz [28].
tavljanjem γ = 0 zbog vec´ ranije definiranih razloga. Kako materijal promatramo u
feroelektricˇnoj fazi, odnosno na temperaturi manjoj od kriticˇne, vrijedi da je razlika
T − T0 < 0. U tome slucˇaju, jednadzˇba (5.12) poprima oblik:
α0(T − T0)P + βP 3 = 0. (5.17)
Kao sˇto smo vidjeli sa slike 5.3, ocˇekujemo da c´e jednadzˇba (5.17) imati tri realna
rjesˇenja. To se jasnije vidi zapisivanjem jednadzˇbe (5.17) u drugom obliku:
P [α0(T − T0) + βP 2] = 0. (5.18)
Jedno rjesˇenje iscˇezavajuc´e polarizacije odmah je vidljivo
P1 = 0, (5.19)





(T0 − T ) ≡ ±P0, T < T0. (5.20)
Rjesˇenjima jednadzˇbe (5.17) koja su dana s (5.19) i (5.20) smo potvrdili ocˇekivanja
koja smo iznijeli promatranjem ovisnosti slobodne energije o polarizaciji prikazanoj
na slici 5.3. Kada se materijal nalazi na dovoljno niskoj temperaturi (T < T0) umjesto
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jednog dolazi do formiranja dva minimuma energije za tocˇno odredene vrijednosti
polarizacije ±P0. Najzanimljivija je upravo cˇinjenica da se za vrijednost polarizacije
P = 0 gdje se u paraelektricˇnoj fazi nalazio minimum energije sada nalazi mak-
simum, odnosno da je na niskim temperaturama feroelektricˇna faza stabilnija od
paraelektricˇne (sˇto je ocˇigledno ako promotrimo sliku 5.3). Takoder, zbog cˇinjenice
da znamo da je u paraelektricˇnoj fazi ravnotezˇna vrijednost polarizacije jednaka nuli
i zbog ovisnosti spontane polarizacije u feroelektricˇnoj fazi o temperaturi, koja nam
je dana relacijom (5.20), mozˇemo vidjeti kako se spontana polarizacija kontinuirano
povec´ava smanjivanjem temperature od tocˇke gdje je T = T0. Ovisnost polarizacije o
temperaturi je prikazana na slici 5.4. Neovisno o tome nalazi li se sustav pocˇetno u
paraelektricˇnoj ili feroelektricˇnoj fazi do faznog prijelaza uvijek dolazi na temperaturi
T0, sˇto c´emo kasnije vidjeti da nije slucˇaj kod faznih prijelaza prvog reda. Kao i kod
Slika 5.4: Ovisnost polarizacije o temperaturi za fazni prijelaz drugog reda. Za temperature
T > T0 vrijednost polarizacije je jednaka nuli i kontinuirano raste smanjivanjem temperature
ispod T0. Slika preuzeta iz [29].
paraelektricˇne faze, i ovdje mozˇemo odrediti reciprocˇnu vrijednost elektricˇne suscep-
tibilnosti ako iskoristimo relaciju (5.8). Dvostrukom derivacijom slobodne energije
po polarizaciji i postavljanjem P = P0, dobivamo elektricˇnu susceptibilnost oblika:
χF =
1
2α0(T0 − T ) , T < T0. (5.21)





α0(T−T0) , T > T0
1
2α0(T0−T ) , T < T0
(5.22)
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gdje u oba slucˇaja vidimo divergenciju susceptibilnosti na temperaturi T = T0 sˇto je
i prikazano na slici 5.5. Naravno, u realnim materijalima elektricˇna susceptibilnost
ne tezˇi u beskonacˇnost na temperaturi prijelaza nego ima neku veliku, ali konacˇnu
vrijednost. Takoder, ranije smo napomenuli da kod faznog prijelaza drugog reda
Slika 5.5: Ovisnost elektricˇne susceptibilnosti o temperaturi (puna linija) i njene reciprocˇne
vrijednosti (iscrtkana linija) za fazni prijelaz drugog reda. Slika preuzeta iz [24].
postoji i diskontinuitet u toplinskom kapacitetu pa mozˇemo promotriti cˇemu je jed-
naka razlika toplinskih kapaciteta kada temperatura prilazi temperaturi prijelaza s
vec´ih vrijednosti (T = T+0 ) i kada prilazi temperaturi prijelaza s manjih vrijednosti
(T = T−0 ). Odnosno, promatramo
∆Cp = Cp(T = T
+
0 )− Cp(T = T−0 ) (5.23)
gdje je toplinski kapacitet definiran relacijom (5.7). S obzirom da je u paraelektricˇnoj




feroelektricˇne faze, ravnotezˇna polarizacija je jednaka spontanoj polarizaciji cˇija je
vrijednost dana s (5.20). Dakle, vrijedi:



















gdje smo vrijednost spontane polarizacije ubacili u izraz za Gibbsovu slobodnu ener-
giju kod faznih prijelaza drugog reda odredenu relacijom (5.16). Dvostrukim derivi-














5.2 Fazni prijelaz prvog reda (diskontinuirani)
Za razliku od faznog prijelaza drugog reda, gdje nova faza zauzima mjesto stare
faze, kod faznog prijelaza prvog reda prva faza mozˇe postojati u metastabilnom sta-
nju zajedno s drugom cˇak i ispod kriticˇne temperature [25]. Ako se nova faza pojav-
ljuje samo u dijelovima δV sustava kao sˇto prikazuje slika 5.2 to zahtjeva formaciju
stabilnih jezgara takvih da njihov rast dovodi do smanjenja energije [25]. Prema
Ehrenfestovoj klasifikaciji faznih prijelaza, ovaj prijelaz se naziva prijelazom prvog
reda jer vec´ prve derivacije slobodne energije pokazuju singularno ponasˇanje. Dakle,
kod faznih prijelaza prvog reda parametar uredenja se ne mijenja kontinuirano s
temperaturom te se zbog toga ova vrsta prijelaza naziva i diskontinuirani fazni pri-
jelaz. Najpoznatiji fazni prijelazi prvog reda su povezani s prijelazima vode u ostala
agregatna stanja. Da bi voda, na primjer, promijenila agregatno stanje iz tekuc´eg
u plinovito, potrebno joj je dovoditi latentnu toplinu1. Dakle, kod faznih prijelaza
prvog reda postoji latentna toplina prijelaza koja je povezana s diskontinuitetom u
entropiji [30]. U poglavlju 4.1 jedan od navedenih feroelektricˇnih kristala je barijev
titanat kod kojega se fazni prijelaz iz paraelektricˇnog u feroelektricˇno stanje klasifi-
cira kao fazni prijelaz prvog reda, sˇto c´emo kasnije i potvrditi razmatranjima unutar
Landauove teorije.
U slucˇaju diskontinuiranog faznog prijelaza, koeficijent β je negativan (β < 0) te
ne mozˇemo zanemariti cˇlan sˇestog reda u razvoju Gibbsove slobodne energije (5.1).
Ponovno, cˇlanove viˇsih redova od sˇestog mozˇemo zanemariti jer oni tek neznatno
modificiraju oblik G(P, T ) na relevantnom intervalu oko nultocˇaka. Dakle, slobodna
energija ima oblik:
G(P, T ) =
1
2
α0(T − T0)P 2 − 1
4
|β|P 4 + 1
6
γP 6, (5.26)
pri cˇemu je koeficijent γ pozitivan za sve poznate materijale. S obzirom da je kod
ove vrste prijelaza koeficijent uz cˇlan cˇetvrtog reda negativan (β < 0), cˇak i kada je
T > T0 (tako da je koeficijent uz kvadratni cˇlan pozitivan), mozˇe se javiti znacˇajan
minimum slobodne energije za vijednosti polarizacije razlicˇite od nule sˇto je pri-
kazano na slici 5.6 [24]. Smanjenjem koeficijenta α(T ), sˇto fizikalno odgovara
1Latentna toplina je toplina koju neka kolicˇina tvari mora predati okolini ili je primiti iz nje kako bi
presˇla u drugo agregacijsko stanje.
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smanjenju temperature, taj minimum c´e u jednom trenutku imati energiju nizˇu od
energije nepolariziranog stanja sˇto tada postaje termodinamicˇki povoljnija konfigu-
racija [24]. Temperatura na kojoj se to dogada jednaka je T0. No, ako se sustav
nalazi na konacˇnoj vrijednosti polarizacije na T > T0 i povec´avamo koeficijent α(T ),
do faznog prijelaza dolazi na temperaturi razlicˇitoj od T0. Temperatura na kojoj se
to dogada je jednaka kriticˇnoj temperaturi feroelektricˇnog prijelaza T1 koja je sada
vec´a od temperature T0. Sa slike 5.6 mozˇemo vidjeti da kada se u procesu faznog
prijelaza temperatura nalazi izmedu T0 i TC feroelektricˇna faza je stabilna, a para-
elektricˇna metastabilna. U slucˇaj kada je temperatura izmedu TC i T1 feroelektricˇna
faza postaje metastabilna, a paraelektricˇna je stabilna. Kada temperatura postane
vec´a od T1 feroelektricˇna faza nestaje, ali ju je i dalje moguc´e inducirati vanjskim
elektricˇnim poljem sve dok temperatura ne postane vec´a od T2 nakon cˇega postoji
samo paraelektricˇna faza. Upravo zbog toga se temperatura T2 naziva i granicˇnom
temperaturom poljem induciranog faznog prijelaza [27].
Slika 5.6: Ovisnost slobodne energije o polarizaciji za fazni prijelaz prvog reda paraelektrika
u feroelektrik za razlicˇite temperature. Na slici su oznacˇene i cˇetiri karakteristicˇne tempera-
ture: T0, TC , T1 i T2. Zbog jednostavnosti, uzete su vrijednosti parametara α0 = 1, T0 = 1,
β = −1 i γ = 1 u proizvoljnim mjernim jedinicama. Slika preuzeta iz [27].
Kao i kod faznih prijelaza drugog reda, i ovdje c´emo odrediti vrijednost spontane
polarizacije i elektricˇne susceptibilnosti. Vec´ sa slike 5.6 vidimo da, ovisno o tem-
peraturi, mozˇemo imati do pet ravnotezˇnih vrijednosti polarizacije. Njihove iznose
mozˇemo odrediti, u slucˇaju kada se materijal ne nalazi u vanjskom elektricˇnom po-
lju, koriˇstenjem izraza (5.9) za Gibbsovu energiju odredenu s (5.26). U tom slucˇaju
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dobivamo jednadzˇbu
α0(T − T0)P − |β|P 3 + γP 5 = 0, (5.27)
iz koje mozˇemo dobiti ravnotezˇne vrijednosti polarizacije. Ranije smo pretpostavili,
na temelju slike 5.6, a sada i uocˇavamo da jednadzˇba (5.27) mozˇe imati do pet
realnih rjesˇenja s obzirom da je polinom petog stupnja. Jedno rjesˇenje jednadzˇbe
(5.27), P1 = 0, je uvijek realno, a hoc´e li ostala rjesˇenja biti realna ili kompleksna
ovisi o razlici temperatura T i T0. Ovisno o odnosu temperatura c´emo iz izraza
(5.28) promotriti koja rjesˇenja su realna kao i izgled energetske okoline za svaki od
tih slucˇajeva. Preostala cˇetiri rjesˇenja su odredena s
P 22,3,4,5 =
|β| ±√β2 − 4α0γ(T − T0)
2γ
. (5.28)
Prvo c´emo promotriti slucˇaj kada je α(T ) = α0(T − T0) < 0, odnosno kada je T < T0.

















|β|2 + 4α0γ|T − T0|
]
(5.30)
Naravno, nas zanimaju samo realna rjesˇenja zbog cˇega odbacujemo P4 i P5 koja su
kompleksna. Dakle, za slucˇaj kada je T < T0 jednadzˇba (5.27) ima tri realna rjesˇenja,
od kojih jedno predstavlja maksimum i preostala dva minimume slobodne energije
sˇto je prikazano na slici 5.7a. Sljedec´e, kada se sustav nalazi na temperaturi T = T0




(|β| ± |β|) (5.31)
odakle vidimo da su u ovom slucˇaju svih pet rjesˇenja polinoma (5.27) realna, ali je
jedno trostruko degenerirano (P1 = P4,5 = 0). U toj tocˇki je druga derivacija slobodne
energije po polarizaciji jednaka nuli, odnosno P1 = P4,5 je tocˇka infleksije. Preostala
dva rjesˇenja, koja su odredena iznosima koeficijenata β i γ, predstavljaju minimume
slobodne energije sustava na T = T0 sˇto je prikazano na slici 5.7b. Realna rjesˇenja
jednadzˇbe (5.31) su dana izrazom (5.32), odakle dobivamo iznos polarizacije na








(a) T < T0 < T1 (b) T = T0 < T1 (c) T1 > T > T0
(d) T = T1 > T0 (e) T > T1 > T0
Slika 5.7: Ovisnost slobodne energije o polarizaciji za fazni prijelaz prvog reda na razlicˇitim
temperaturama. Grafovi su napravljeni u programu Wolfram Mathematica za izabrane koefi-
cijente α0 = 2, β = −4, γ = 6 i temperaturu T0 = 5 u proizvoljnim mjernim jedinicama.
Kada je T > T0, promatrajuc´i izraz (5.28), uocˇavamo da postoje dva moguc´a
rezˇima. Postoji temperatura T1, ispod koje c´e ξ ≡ 4α0γ(T − T0) biti manji od |β|2
pri cˇemu c´e jednadzˇba (5.27) imati pet realnih rjesˇenja. S druge strane, na tempe-
raturama viˇsim od T1, sva rjesˇenja jednadzˇbe (5.28) su kompleksna te jedino realno
rjesˇenje za koje se sustav nalazi u minimumu slobodne energije je P1 = 0. Ovis-
nosti slobodne energije o polarizaciji za ta dva slucˇaja su prikazane na slikama 5.7c
i 5.7e. Iz analize rjesˇenja vidimo da na temperaturama vec´im od T1 nema viˇse lo-
kalnih minimuma energije, odnosno da kod diskontinuiranih faznih prijelaza postoji
josˇ jedan fazni prijelaz na temperaturi T1. Dakle, izmedu temperatura T0 i T1 postoji
metastabilno feroelektricˇno stanje koje nestaje za T > T1. Ranije smo spomenuli
da temperaturu T1 nazivamo kriticˇnom temperaturom feroelektricˇnog prijelaza. Na
T = T1 vrijedi
|β|2 = 4α0γ(T1 − T0), (5.33)
odakle mozˇemo dobiti odnos kriticˇne temperature feroelektricˇnog prijelaza i Curie-
Weissove temperature. Rjesˇavanjem jednadzˇbe (5.33) za kriticˇnu temperaturu fero-
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elektricˇnog prijelaza dobivamo:




Razlika tih dviju temperatura kod barijevog titanata, cˇije smo karakteristike prikazali
u poglavlju 4.1, jednaka je 10 K [29]. Iznad te temperature, jedino je vanjskim elek-
tricˇnim poljem moguc´e inducirati fazni prijelaz.
Slika 5.8: Ovisnost polarizacije o temperaturi za fazni prijelaz prvog reda gdje uocˇavamo
temperaturnu histerezu. Slika preuzeta iz [29].
Ako prikazˇemo ovisnost polarizacije o temperaturi, sˇto prikazuje slika 5.8, vidimo
da se ona ne mijenja kontinuirano s temperaturom kao sˇto je to bio slucˇaj kod faznog
prijelaza drugog reda (slika 5.4). Takoder, uocˇavamo temperaturnu histerezu koja je
posljedica karakteristicˇne energetske okoline u slucˇaju diskontinuiranih faznih prije-
laza. Temperatura na kojoj nestaje ili se javlja polarizacija ovisi o pocˇetnom stanju
sustava. Ako se pocˇetno sustav nalazi u uredenoj fazi gdje P 6= 0 te podizˇemo tem-
peraturu od T < T0 < T1 prema temperaturama T > T1 > T0, polarizacija nestaje
tek na temperaturi T1. Kao sˇto mozˇemo vidjeti na slici 5.9, tek na temperaturi T1
nestaje minimum energije i sustav naglo prelazi u novo stabilno stanje gdje je P = 0.
Na svim temperaturama ispod T1 vrijednost polarizacije je konacˇna, ali se kontinu-
irano smanjuje s porastom temperature. Ako se sustav pocˇetno nalazi u neuredenoj
fazi gdje je P = 0 te spusˇtamo temperaturu od T > T1 > T0 prema temperaturama
T < T0 < T1, polarizirano stanje se javlja na temperaturi T0. Taj slucˇaj je takoder
prikazan na slici 5.9 i naznacˇen je plavim krugom. Na svim temperaturama ispod
T0 sustav se nalazi u minimumu energije odredenom vrijednosˇc´u polarizacije P = 0.
Spusˇtanjem temperature javljaju se novi lokalni minimumi energije, dok na T = T0
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stanje sustava u kojem se nalazi ne postane nestabilno i on ponovno naglo prelazi
u stabilnije stanje s konacˇnom vrijednosti polarizacije. Dakle, kod diskontinuiranog
faznog prijelaza javljaju se dva fazna prijelaza na temperaturama T0 i T1 pri cˇemu
na T = T0 nestaje stabilno feroelektricˇno stanje, a na T = T1 nestaje i metastabilno
feroelektricˇno stanje. U poglavlju 4.1 je spomenuto da je eksperimentalno uocˇena
temperaturna histereza kod barijevog titanata, sˇto dodatno potvrduje da je fazni pri-
jelaz paraelektrik-feroelektrik kod BaTiO3 diskontinuiran.
Slika 5.9: Ovisnost Gibssove slobodne energije o polarizaciji za razlicˇite temperature. Ovisno
o tome nalazi li se sustav u uredenoj ili neuredenoj fazi te podizˇemo li ili spusˇtamo tempera-
turu do faznog prijelaza dolazi na temperaturi T1, odnosno T0. Crveni, odnosno plavi krug
prikazuje evoluciju sustava s promjenom temperature.
Na slici 5.6 je prikazana ovisnost slobodne energije o polarizaciji gdje mozˇemo
uocˇiti cˇetiri karakteristicˇne temperature za fazni prijelaz prvog reda: Curie-Weissovu
temperaturu T0, Curievu temperaturu TC , kriticˇnu temperaturu feroelektricˇnog prije-
laza T1 i granicˇnu temperaturu poljem induciranog faznog prijelaza T2. Temperaturu
T1 smo izrazom (5.34) povezali s Curie-Weissovom temperaturom, sˇto c´emo napra-
viti i za preostale dvije temperature. Poznavanje izraza kojima su te temperature
povezane s T0 je korisno zato sˇto je Curie-Weissovu temperaturu moguc´e odrediti
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eksperimentalno iz Curie -Weissovog zakona (5.14).
Curievu temperaturu TC mozˇemo odrediti iz cˇinjenice da je na toj temperaturi slo-
bodna energija feroelektricˇne faze jednaka onoj u paraelektricˇnoj te iz minimuma slo-
bodne energije u feroelektricˇnoj fazi (5.27). Prvi uvjet mozˇemo zapisati koriˇstenjem
(5.1), gdje vrijedi da G(P, TC) = G0, kao:
1
2
α0(TC − T0)P 2 − 1
4
|β|P 4 + 1
6
γP 6 = 0. (5.35)
U jednadzˇbi (5.35) iskoristili smo cˇinjenicu da je za fazni prijelaz prvog reda koefici-
jent β < 0. Rjesˇavanjem sustava jednadzˇbi (5.27) i (5.35), dobivamo iznos Curieve
temperature






Za koliko c´e TC biti vec´a od T0 ovisi o koeficijentima α0, β i γ koji su karakteristicˇni za
pojedine materijale. U slucˇaju BaTiO3 razlika Curieve i Curie-Weissove temperature
je jednaka 7,7 K [29].
Izmedu temperatura T1 i T2 postoje tocˇke infleksije sˇto znacˇi da je feroelektricˇnu
fazu moguc´e inducirati vanjskim elektricˇnim poljem. Kada temperatura poraste iznad
T2 tocˇke infleksije nestaju kao i moguc´nost induciranja feroelektricˇne faze [27]. Pro-
matranjem druge derivacije slobodne Gibbsove energije po polarizaciji i izjednacˇavanjem
iste s nulom, mozˇemo odrediti rjesˇenja za tocˇke infleksije kada se sustav nalazi na
temperaturi T2. U tome slucˇaju vrijedi
∂2G
∂P 2
= α0(T2 − T0)− 3|β|P 2 + 5γP 4 = 0, (5.37)
gdje smo iskoristili cˇinjenicu da se sustav nalazi na temperaturi vec´oj od T0 pa je ko-
eficijent α(T ) > 0 te da promatramo fazni prijelaz prvog reda (β < 0). Rjesˇavanjem
bikvadratne jednadzˇbe tocˇke infleksije su dane s
P 2 =
3|β| ±√9|β|2 − 20α0γ(T2 − T0)
10γ
. (5.38)
S obzirom da znamo da na temperaturi T = T2 sustav mozˇe imati dvije jednake
vrijednosti polarizacije suprotnog predznaka, zahtijevamo da diskriminanta u izrazu
(5.38) bude jednaka nuli. U slucˇaju kada je diskriminanta jednaka nuli, kvadratna
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jednadzˇba ima jedno dvostruko rjesˇenje. U tom slucˇaju, za granicˇnu temperaturu
poljem induciranog faznog prijelaza dobivamo:






Iz jednadzˇbe (5.27) mozˇemo odrediti i ravnotezˇnu vrijednost polarizacije u fe-
roelektricˇnoj fazi kod faznih prijelaza prvog reda. Naravno, promatramo sustav u
feroelektricˇnoj fazi na temperaturi T < T1 gdje je T1 kriticˇna temperatura feroelek-
tricˇnog prijelaza i T1 > T0. Kao i ranije, jedno rjesˇenje jednadzˇbe (5.27) je uvijek
realno i iscˇezavajuc´e,
P1 = 0, (5.40)
dok su preostala rjesˇenja odredena s (5.28). Ako zapiˇsemo (5.28) u drugacˇijem









1− 4γα0(T − T0)|β|2
)1/2
. (5.41)
Promatranjem sustava na temperaturama T  T1, gdje vrijedi da 4γα0(T−T0)|β|2  1,
mozˇemo iskoristiti razvoj u Taylorov red oko nule odreden s (5.42) nakon cˇega do-
bivamo ravnotezˇnu vrijednost polarizacije, cˇiji je iznos jednak spontanoj polarizaciji,
odredenu s (5.43). S obzirom za promatramo sustav u feroelektricˇnoj fazi, na tem-
peraturama T < T0 < T1, vrijedi da α(T ) = α0(T − T0) < 0.
(1− x)1/2 ≈ 1− 1
2







|β|(T0 − T ) ≡ ±P0 (5.43)
Kod faznog prijelaza drugog reda promatrali smo elektricˇnu susceptibilnost te
ovisnost iste o temperaturi sˇto je interesantno za promotriti i kod diskontinuiranog
faznog prijelaza. Ponovno, reciprocˇnu vrijednost elektricˇne susceptibilnosti odredujemo
iz (5.8) na vrijednosti spontane polarizacije odredene s (5.43). Slobodna Gibbsova
energija je definirana s (5.26) gdje, s obzirom da promatramo sustav u feroelektricˇnoj
fazi na temperaturi T < T0 < T1, uzimamo u razmatranje negativnu vrijednost koefi-
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cijenta α(T ). Kada sve to uklopimo, reciprocˇna vrijednost elektricˇne susceptibilnosti















gdje χP oznacˇava elektricˇnu susceptibilnost u paraelektricˇnoj fazi odredenu relacijom
(5.14). Ovisnost dielektricˇne konstante o temperaturi za sustave u kojima dolazi
do faznog prijelaza prvog reda je prikazana na slici 5.10 gdje mozˇemo uocˇiti dva
diskontinuiteta na temperaturama T1 i T0 na kojima dolazi do faznih prijelaza, ovisno
o pocˇetnom stanju sustava kako je ranije navedeno. Takoder, ovisnost susceptibilnosti
o temperaturi je jednaka kao na slici 5.10 zbog cˇinjenice da je na temperaturama
prijelaza vrijednost susceptibilnosti jako velika pa umjesto izraza (2.13) vrijedi εr ≈
χ.
Slika 5.10: Ovisnost relativne dielektricˇne konstante o temperaturi za fazni prijelaz prvog
reda gdje su prikazani diskontinuiteti na temperaturama prijelaza T0 i T1. Slika preuzeta
iz [19].
5.3 Sustav u vanjskom elektricˇnom polju
Unutar Landauove teorije mozˇemo promatrati i sustav u konstantnom vanjskom
elektricˇnom polju, E = E0, pri cˇemu je Gibbsova slobodna energija odredena s (5.4).
Unutar ovog poglavlja c´emo promotriti sˇto se dogada sa sustavima u konstantnom
elektricˇnom polju cˇiji se fazni prijelazi klasificiraju kao prijelazi prvog i drugog reda.
Razmatranje ogranicˇavamo na jednoosne sustave gdje je vanjsko elektricˇno orijen-
tirano u smjeru osi polarizacije pa vrijedi ~E · ~P = EP jer ~E ‖ ~P . Tada slobodna
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γP 6 − EP. (5.45)
Kao i ranije, slobodnu energiju nepolariziranog stanja sustava G0 smo postavili u
ishodiˇste. Da bismo pronasˇli ravnotezˇne vrijednosti polarizacije u konstantnom elek-
tricˇnom polju potrebno je primijeniti izraz (5.9), nakon cˇega dobivamo jednadzˇbu:
α0(T − T0)P + βP 3 + γP 5 − E = 0. (5.46)
Prvo c´emo promotriti kontinuirani fazni prijelaz pa c´emo razmatranje prosˇiriti i
na diskontinuirane fazne prijelaze. Kod kontinuiranih faznih prijelaza, kako je ra-
nije navedeno, mozˇemo zanemariti sve cˇlanove viˇsih redova od cˇetvrtog u razvoju
slobodne energije u red polinoma tj. u jednadzˇbi (5.45) zanemarujemo cˇlan sˇestog
reda. Jednadzˇbu (5.46) tada mozˇemo zapisati u obliku
− |α|P + βP 3 − E = 0, (5.47)
pri cˇemu sustav promatramo u feroelektricˇnoj fazi na konstantnoj temperaturi T < T0
pa je temperaturno ovisan koeficijent α(T ) < 0 i konstantan, −|α|. Rjesˇenja jed-
nadzˇbe (5.47) su odredena unutar programa Wolfram Mathematica i koriˇstenjem
dobivenih rjesˇenja su napravljeni grafovi ovisnosti polarizacije i slobodne Gibbsove
energije o vanjskom elektricˇnom polju sˇto je prikazano na slici 5.11.
Sustav se pocˇetno nalazi u tocˇki A (slika 5.11a) i elektricˇno polje se povec´ava
od negativne vrijednosti prema nuli. S povec´anjem elektricˇnog polja i slobodna ener-
gija sustava se povec´ava sˇto je vidljivo iz jednadzˇbe (5.45), a iznos polarizacije se
smanjuje. Smanjivanje iznosa polarizacije je uzrokovano promjenom orijentacije di-
polnog momenta dipola koji se usmjeravaju paralelno s vanjskim elektricˇnim poljem
sˇto je energetski stabilnija kofiguracija. Ne orijentiraju se svi dipoli u smjeru vanj-
skog elektricˇnog polja pa je makroskopska polarizacija i dalje suprotnog smjera od
elektricˇnog polja, ali manjeg iznosa. U tocˇki C, iznos polarizacije je jednak spontanoj
polarizaciji odredenoj izrazom (5.20). Daljnjim povec´anjem elektricˇnog polja, sustav
ostaje u stabilnom stanju dokle god postoji potencijalna barijera izmedu trenutnog i
novog stabilnog stanja (slika 5.12).
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(a) (b)
Slika 5.11: (a) Ovisnost polarizacije i (b) slobodne Gibbsove energije o konstantnom vanj-
skom elektricˇnom polju. Tocˇke A-F naznacˇene na slici (b) odgovaraju ekvivalentnim tocˇkama
na slici (a). Grafovi ovisnosti su napravljeni u programu Wolfram Mathematica pri cˇemu su
izabrani koeficijenti |α| = 2 i β = 4 za vrijednosti vanjskog elektricˇnog polja E ∈ [−1, 1].
Slika 5.12: Ovisnost slobodne Gibbsove energije o polarizaciji za razlicˇite vrijednosti vanj-
skog elektricˇnog polja na konstantnoj temperaturi T < T0. Graf ovisnost je napravljen u
programu Wolfram Mathematica pri cˇemu su izabrani koeficijenti α(T ) = −2 i β = 4 za
razlicˇite vrijednosti vanjskog elektricˇnog polja u odnosu na kriticˇno polje Ekrit odredeno iz-
razom (5.52).
Kada polje dosegne kriticˇnu vrijednost Ekrit (tocˇka D), koja je jednaka koerci-
tivnom polju, potencijalna barijera nestaje i smjer polarizacije se naglo mijenja kako
sustav prelazi u novo stabilno stanje (tocˇka E). Daljnjim povec´anjem elektricˇnog polja
povec´ava se broj dipola orijentiranih u smjeru polja sˇto rezultira povec´anjem makro-
skopske polarizacije prema maksimalnoj vrijednosti (tocˇka H). U tom trenutku svi
dipoli su orijentirani u smjeru polja i polarizacija viˇse ne mozˇe rasti. Iskljucˇivanjem
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vanjskog elektricˇnog polja, dio dipola c´e zbog termalnih gibanja promijeniti svoju
orijentaciju sˇto rezultira smanjenjem polarizacije na iznos spontane polarizacije.
Tijekom opisanog procesa, sustav prolazi kroz podrucˇje negativnog kapaciteta,
oznacˇenog crvenom linijom na slici 5.11a, gdje je diferencijalna susceptibilnost sus-
tava (χ = ∂P/∂E) negativna. No, usporedbom slika 5.11a i 5.11b uocˇavamo da
podrucˇje negativnog kapaciteta omedeno tocˇkama D i E odgovara maksimumu slo-
bodne energije sustava. Iako sustav prolazi kroz podrucˇje negativnog kapaciteta,
samostalni feroelektrik nije moguc´e stabilizirati u tom podrucˇju jer je ono nestabilno
sˇto je vidljivo i sa slike 5.12. Iz tog razloga eksperimentalnim mjerenjima ovisnosti
polarizacije feroelektrika o vanjskom elektricˇnom polju u stacionarnom rezˇimu do-
biva se krivulja histereze prikazana na slici 4.2, tj. polarizacija se mijenja izmedu dva
stabilna stanja sustava. U tom slucˇaju uocˇavamo skok iz D u G, odnosno E u B ovisno
o tome povec´avamo li ili smanjujemo vanjsko elektricˇno polje sˇto je na slici 5.11b
naznacˇeno isprekidanim linijama.
Kriticˇnu vrijednost elektricˇnog polja Ekrit mozˇemo odrediti iz jednadzˇbe (5.47)
koju zapisujemo u obliku





Da bismo rijesˇili polinom trec´eg stupnja odreden relacijom (5.48) koristimo Vietovu
supstituciju gdje za polinom oblika
x3 + px+ q = 0 (5.49)
definiramo varijablu kao
x ≡ w − p
3w
. (5.50)













Sljedec´e zahtijevamo da diskriminanta rjesˇenja danog s (5.51) bude jednaka nuli jer
u tom slucˇaju nestaje jedan minimum slobodne energije i rjesˇenje jednadzˇbe (5.47)
je realno i dvostruko. Za vrijednosti konstanti p = − |α|
β









Kod diskontinuiranih prijelaza viˇse ne mozˇemo zanemariti cˇlan sˇestog reda u ra-
zvoju slobodne energije u red polinoma jer je u ovom slucˇaju koeficijent uz cˇlan
cˇetvrtog reda negativan (β < 0). Sve cˇlanove viˇsih redova mozˇemo zanemariti jer
oni tek neznatno modificiraju energetsku okolinu faznih prijelaza prvog reda. U tom
slucˇaju, slobodna Gibbsova energije je odredena s (5.45) i ravnotezˇne vrijednosti
polarizacije za sustav u konstantnom vanjskom elektricˇnom polju odredujemo iz jed-
nadzˇbe (5.46). Kod diskontinuiranih faznih prijelaza sustav mozˇemo promatrati u
stabilnoj feroelektricˇnoj fazi na T < T0 i na T > T0 gdje se feroelektricˇna faza javlja
kao metastabilno stanje sustava. U prvom slucˇaju je temperaturno ovisan koefici-
jent negativan i konstantan, −|α|, a u drugom slucˇaju pozitivan i konstantan, |α|.
Prvo c´emo promotriti sustav na konstantnoj temperaturi T > T0 pri cˇemu jednadzˇba
(5.46) poprima oblik:
|α|P − |β|P 3 + γP 5 − E = 0. (5.53)
Rjesˇenja jednadzˇbe (5.53) su odredena unutar programa Wolfram Mathematica i
koriˇstenjem dobivenih rjesˇenja su napravljeni grafovi ovisnosti polarizacije i slobodne
Gibbsove energije o vanjskom elektricˇnom polju za diskontinuirane fazne prijelaze
sˇto je prikazano na slici 5.13.
Ako promotrimo sliku 5.13a uocˇavamo dva podrucˇja negativnog kapaciteta
omedena tocˇkama C i D te E i F, za razliku od jednog podrucˇja kod faznih prije-
laza drugog reda (slika 5.11a). No, kao sˇto je bio slucˇaj kod kontinuiranihi faznih
prijelaza oba podrucˇja negativnog kapaciteta odgovaraju maksimumu slobodne ener-
gije sˇto je vidljivo sa slike 5.13b. Ako uvec´amo podrucˇje oko ishodiˇsta koordinatnog
sustava omedeno tocˇkama E i D, mozˇemo uocˇiti da se izmedu podrucˇja gdje je di-
ferencijalna susceptibilnost negativna nalazi i podrucˇje u kojem c´e kapacitet imati
pozitivnu vrijednost, sˇto je na slici 5.13c oznacˇeno zelenom linijom. Upravo zbog
te karakteristike ovisnosti elektricˇne polarizacije o vanjskom polju kod feroelektrika
s diskontinuiranim faznim prijelazom, prilikom eksperimentalnih mjerenja na tem-
peraturi T > T0 uocˇavaju se dvije krivulje histereze. Takav rezultat je izravna pos-




Slika 5.13: (a),(c) Ovisnost polarizacije i (b),(d) slobodne Gibbsove energije o konstantnom
vanjskom elektricˇnom polju na konstantnoj temperaturi T > T0. Tocˇke A-F naznacˇene na (b)
i (d) odgovaraju ekvivalentnim tocˇkama u (a) i (c). Na slikama (c) i (d) je uvec´ano podrucˇje
omedeno tocˇkama D i E sa slika (a) i (b). Grafovi ovisnosti su napravljeni u programu
Wolfram Mathematica pri cˇemu su izabrani koeficijenti |α| = 2, |β| = 8 i γ = 0, 6 za vrijednosti
vanjskog elektricˇnog polja (a),(b) E ∈ [−80, 80] i (c),(d) E ∈ [−1, 1].
na T > T0 postoje tri minimuma slobodne energije odvojena dvjema potencijalnim
barijerama (slika 5.7c). Takoder, za razliku od kontinuiranog faznog prijelaza ovdje
uocˇavao da postoje dvije vrijednosti kriticˇnog elektricˇnog polja, Ekrit1 i Ekrit2. Kada je
vanjsko elektricˇno polje jednako Ekrit1 nestaje potencijalna barijera pri cˇemu sustav
prelazi u metastabilno stanje koje je na slici 5.13c oznacˇeno zelenom linijom. Dalj-
nim povec´anjem elektricˇnog polja sustav ostaje u metastabilnom stanju sve dok na
vrijednosti polja jednakoj Ekrit2 ne nestane i druga potencijalna barijera. Tada sustav
prelazi u novo stabilno stanje koje je na slici 5.13a prikazano narancˇastom linijom.
Sljedec´e promatramo sustav na konstantnoj temperaturi T < T0 te jednadzˇba (5.46)
poprima oblik
− |α|P − |β|P 3 + γP 5 − E = 0, (5.54)
odakle dobivamo ravnotezˇne vrijednosti polarizacije za sustav u konstantnom vanj-
skom elektricˇnom polju. Rjesˇenja jednadzˇbe (5.54) su odredena unutar programa
Wolfram Mathematica i koriˇstenjem dobivenih rjesˇenja su napravljeni grafovi ovis-
nosti polarizacije i slobodne Gibbsove energije o vanjskom elektricˇnom polju prika-
zani na slici 5.14. Za razliku od prethodnog slucˇaja, ako uvec´amo podrucˇje oko
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ishodiˇsta koordinatnog sustava (slika 5.14d) mozˇemo vidjeti da ne postoji podrucˇje
pozitivne diferencijalne susceptibilnosti kao na slici 5.13c. Na temperaturi T < T0
postoje samo dva minimuma slobodne energije odvojena potencijalnom barijerom
(slika 5.7a) te s povec´anjem elektricˇnog polja od maksimalne negativne vrijednosti
sustav prelazi iz jednog stabilnog stanja (tocˇka A) u drugo (tocˇka F). Tijekom tog
procesa prolazi i kroz podrucˇje negativnog kapaciteta koje odgovara maksimumu
slobodne energije, sˇto mozˇemo uocˇiti ako promotrimo slike 5.14b i 5.14d.
(a) (b)
(c) (d)
Slika 5.14: (a),(c) Ovisnost polarizacije i (b),(d) slobodne Gibbsove energije o konstantnom
vanjskom elektricˇnom polju na konstantnoj temperaturi T < T0. Tocˇke A-F naznacˇene na (b)
odgovaraju ekvivalentnim tocˇkama u (a). Na slikama (c) i (d) je uvec´ano podrucˇje omedeno
tocˇkama C i D sa slika (a) i (b). Grafovi ovisnosti su napravljeni u programu Wolfram Mat-
hematica pri cˇemu su izabrani koeficijenti |α| = 2, |β| = 8 i γ = 0, 6 za vrijednosti vanjskog
elektricˇnog polja (a),(b) E ∈ [−80, 80] i (c),(d) E ∈ [−1, 1].
U ovom poglavlju smo analizom sustava u vanjskom elektricˇnom polju, za obje vr-
ste faznih prijelaza, pokazali da je podrucˇje negativnog elektricˇnog kapaciteta uistinu
nestabilno te da je kod samostalnog feroelektrika nemoguc´e stabilizirati polarizaciju
u tom podrucˇju jer ono odgovara maksimumu slobodne energije sustava.
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6 Landau-Khalatnikova jednadzˇba: dinamicˇki opis P (t)
Iako je analiza sustava napravljena u prethodnom poglavlju korisna, unutar Lan-
dauove teorije ne mozˇemo razmatrati sˇto se dogada sa sustavom feroelektrika ovisno
o vremenu u vremenski ovisnom vanjskom elektricˇnom polju. Dinamicˇka svojstva




+5~PG(~P , ~E) = 0, (6.1)
gdje ρ predstavlja ”unutrasˇnju tromost” (kasˇnjenje u gibanju domena) [31], [32], a
Gibbsova slobodna energija je odredena s (5.4). Promatramo slucˇaj kada je polariza-
cija homogena u cijelom sustavu (eng. single domain ferroelectric materials), odnosno
gdje se polarizacija ~P = (0, 0, P ) javlja kao odgovor na vanjsko elektricˇno polje oblika








Jednadzˇba (6.2) nam govori da je povratak polarizacije (dP
dt
) prema ravnotezˇnom
polozˇaju vec´i sˇto je vec´a ”termodinamicˇka sila” (−dG(P,E)
dP
) [33]. S obzirom da su
feroelektrici nelinearni dielektrici, jednadzˇba (6.2) opc´enito predstavlja nelinearnu
diferencijalnu jednadzˇbu koju u principu nije moguc´e analiticˇki rijesˇiti. Dinamicˇka
svojstva feroelektrika promatrati c´emo za sustave u kojima dolazi do faznog prijelaza
drugog reda. Analiticˇko rjesˇenje c´emo predstaviti za linearan slucˇaj gdje zadrzˇavamo
samo cˇlan najnizˇeg reda u razvoju slobodne energije, dok c´emo se prilikom proma-
tranja faznih prijelaza drugog reda koristiti numericˇkim metodama rjesˇavanja neli-
nearnih diferencijalnih jednadzˇbi. Upravo zbog toga je pozˇeljno prvo se upoznati s
metodom karakterizacije rjesˇenja nelinearnih diferencijalnih jednadzˇbi.
Analizu faznog toka funkcije zapocˇinjemo pronalazˇenjem fiksnih ili ravnotezˇnih
tocˇaka u faznom prostoru. Fazni prostor dimenzije n je prostor razapet dinamicˇkim
varijablama xi, i = 1, 2, ...n dok skup svih putanja (trajektorija) u faznom prostoru,
odnosno rjesˇenja ~x(t) = (x1, x2, ..., xn)t za sve moguc´e pocˇetne uvjete nazivamo faz-
nim tokom [34]. Fiksne tocˇke odreduju topologiju faznog prostora i vrijednosti ko-
jima fazni tok asimptotski tezˇi (za t→ ±∞). To su ravnotezˇne (zaustavne) tocˇke kroz
koje dinamicˇki sustav evolucijom ne mozˇe proc´i nego im se aimptostski priblizˇava u
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vremenu [34]. Stabilne fiksne tocˇke predstavljaju stabilnu ravnotezˇu i, sukladno





Da bismo pronasˇli fiksne tocˇke zahtijevamo da vrijednost funkcije u fiksnoj tocˇki ~xc
bude jednaka nuli, odnosno da vrijedi ~f(~xc) = 0 jer je tada vremenska promjena
x(t) jednaka nuli. Ono sˇto odreduje stabilnost fiksne tocˇke xc je derivacija funk-
cije u toj tocˇki, f ′(~xc), tj. nagib te funkcije u dinamicˇkim sustavima prvog reda
(n = 1) [35]. Kada je nagib funkcije na polozˇaju fiksne tocˇke pozitivan, f ′(~xc) > 0,
ta tocˇka predstavlja nestabilnu ravnotezˇu. S druge strane, kada je nagib funkcije ne-
gativan, f ′(~xc) < 0, fiksna tocˇka predstavlja polozˇaj stabilne ravnotezˇe [35]. Tu ana-
lizu, graficˇki prikazujemo strelicama na grafu f(x) gdje strelice usmjerene u lijevo
predstavljaju negativnu vrijednost funkcije na tom intervalu, a pozitivnu vrijednost
funkcije predstavljaju strelice usmjerene u desno. Jedna takva graficˇka analiza je pri-
kazana na slici 6.1. Fiksna tocˇka u kojoj su strelice usmjerene jedna prema drugoj
predstavlja stabilnu fiksnu tocˇku, a tocˇka u kojoj su strelice usmjerene jedna od druge
nestabilnu fiksnu tocˇku. Na slici 6.1 stabilna F.T. je oznacˇena s crnim kruzˇic´em, a
nestabilna s bijelim. Uz stabilnu i nestabilnu F.T. postoji i strukturno nestabilna fik-
sna tocˇka cˇija je karakteristika da je i vrijednost funkcije kao i vrijednost derivacije te
funkcije u toj tocˇki jednaka nuli, f(xc) = 0 i f ′(xc) = 0. Ta tocˇka pokazuje svojstvo
stabilnosti ako joj prilazimo s jedne strane, a nestabilnosti ako joj prilazimo s druge
strane. Nametanjem male pertubacije, takva tocˇka ili nestaje ili biva zamijenjena
dvjema fiksnim tocˇkama, stabilnom i nestabilnom. U tome slucˇaju, vremenski ovisno
rjesˇenje se s jedne strane asimptotski priblizˇava toj tocˇki, a s druge strane asimptotski
udaljava od nje kada |t| → ∞ [34].
U slucˇaju Landau-Khalatnikove jednadzˇbe, funkciju f(x) predstavlja negativna
derivacija slobodne energije G(P,E) po polarizaciji P , a vremensku promjenu ko-
ordinate x promjena polarizacije u vremenu (dP
dt
) sˇto mozˇemo vidjeti usporedbom
jednadzˇbi (6.2) i (6.3). Deriviranjem slobodne Gibbsove energije po polarizaciji, do-




= −αP (t)− βP (t)3 − γP (t)5 + E(t), (6.4)
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Slika 6.1: Prikaz graficˇke analize stabilnosti fiksnih tocˇaka pri rjesˇavanju nelinearne diferen-
cijalne jednadzˇbe gdje x˙ = f(x). Slika preuzeta iz [35].
gdje su polarizacija i vanjsko elektricˇno polje vremenski ovisne velicˇine. Prilikom
analize fiksnih tocˇaka Landau-Khalatnikove jednadzˇbe, definiramo funkciju koja ovisi
o polarizaciji
f(P ) ≡ −αP − βP 3 − γP 5 + E. (6.5)
Temperaturna ovisnost slobodne energije je sadrzˇana unutar koeficijenta α(T ) kao
i u prethodnom poglavlju. Vec´ je ranije napomenuto da c´emo razmatrati Landau-
Khalatnikovu jednadzˇbu za fazni prijelaz drugog reda paraelektrika u feroelektrik.
Prilikom analize promotriti c´emo tri slucˇaja:
1. kada nema vanjskog elektricˇnog polja, E = 0,
2. konstantno vanjsko elektricˇno polje, E = E0 i
3. vremenski ovisno vanjsko elektricˇno polje, E = E0 cos(ωt).
6.1 Dinamicˇka analiza faznog prijelaza drugog reda
Tijekom razmatranja faznih prijelaza drugog reda mozˇemo zanemariti posljednji
cˇlan u razvoju slobodne energije jer on tek neznatno modificira njen oblik, a samim
time mozˇemo zanemariti i cˇlan s P 5 u funkciji definiranoj jednadzˇbom (6.5). Zbog
cˇinjenice da do faznog prijelaza drugog reda dolazi na temperaturi T0 = TC koefici-
jent α je negativan, dok je koeficijent β > 0. Razmatranje zapocˇinjemo sa slucˇajem
kada se sustav ne nalazi u vanjskom elektricˇnom polju te vrijedi da je E = 0. U tom
slucˇaju, fiksne tocˇke dobivamo iz jednadzˇbe f(P ) = 0 gdje je
f(P ) = |α|P − βP 3. (6.6)
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Zbog toga sˇto je to polinom trec´eg stupnja dobivamo tri rjesˇenja koja su sva realna:








. Vec´ na prvi pogled je ocˇigledno da smo dobili
vrijednost koje nam za ravnotezˇne vrijednosti polarizacije daje Landauova teorija sˇto
mozˇemo i potvrditi usporedbom tih rezultata s izrazima (5.19) i (5.20). Daljnjom
analizom utvrdujemo da su tocˇke Pc2 i Pc3 stabilne fiksne tocˇke u kojima je slobodna
energija minimalna, a da je tocˇka Pc1 nestabilna F.T. gdje je slobodna energija mak-
simalna. Nacˇin na koji smo odredili stabilnost fiksnih tocˇaka nalazi se na slici 6.2b, a
ovisnost slobodne energije o polarizaciji na slici 6.2a.
(a) (b)
Slika 6.2: Ovisnosti (a)G(P ) i (b) f(P ) za fazni prijelaz drugog reda kada se sustav ne nalazi
u vanjskom elektricˇnom polju. Grafovi su napravljeni u programu Wolfram Mathematica za
izabrane koeficijente |α| = 2 i β = 4.
Usporedbom slike 6.2a sa slikom 5.3 vidimo da analizom Landau-Khalatnikove
jednadzˇbe za fazne prijelaze drugog reda za slucˇaj kada E = 0 dobivamo istu ovis-
nost slobodne energije o polarizaciji kao i razmatranjima unutar Landauove teorije
bez vanjskog polja. Sljedec´i slucˇaj koji c´emo promotriti je kada imamo konstantnu
vanjsku smetnju oblika E = E0 gdje funkcija f(P ) ima oblik:
f(P ) = |α|P − βP 3 + E0. (6.7)
Analizom sustava u konstantnom vanjskom elektricˇnom polju uocˇavamo da pos-
toje tri slucˇaja (slika 6.3) pri cˇemu nakon odredene vrijednost konstantnog elek-
tricˇnog polja E0 = Ekrit slobodna energija umjesto dva ima samo jedan minimum.
Takoder, na toj vrijednosti polja sa slike 6.3d vidimo da se radi o strukturno nestabil-
noj fiksnoj tocˇki. Kriticˇnu vrijednost polja smo odredili u poglavlju 5.3 i ono je dano
izrazom (5.52). Kada je E0 < Ekrit imamo tri realna rjesˇenja, od cˇega su dvije fiksne





Slika 6.3: Ovisnosti f(P ) i G(P ) za fazni prijelaz drugog reda kada se sustav nalazi u
konstantnom vanjskom elektricˇnom polju (a),(b) E0 < Ekrit; (c),(d) E0 = Ekrit i (e),(f)
E0 > Ekrit. Grafovi su napravljeni u programu Wolfram Mathematica za izabrane koeficijente
|α| = 2 i β = 4.
polje E0 = Ekrit tada imamo jednu stabilnu F.T. i jednu strukturno nestabilnu (slika
6.3d), a u slucˇaju kada E0 > Ekrit dobivamo samo jedno realno rjesˇenje koje pred-
stavlja stabilnu fiksnu tocˇku (slika 6.3f). Usporedbom rezultata dobivenih analizom
Landau-Khalatnikove jednadzˇbe za konstantno vanjsko elektricˇno polje s onima do-
bivenima koriˇstenjem Landauove teorije faznih prijelaza u poglavlju 5.3, uocˇavamo
da oba pristupa daju jednake rezultate. Iznad kriticˇne vrijednosti elektricˇnog polja
sustav prelazi u novo stabilno stanje odredeno novonastalim lokalnim minimumom
slobodne energije.
Konacˇno c´emo promotriti i najinteresantniji slucˇaj, kada se sustav nalazi u vre-
menski ovisnom vanjskom elektricˇnom polju oblika E = E0 cos(ωt). Ono sˇto proma-
tramo je odziv sustava, polarizacije, na promjenu stanja iz ravnotezˇnog (stabilnog)
stanja gdje je vanjska smetnja nametnuta u obliku vremenski ovisnog elektricˇnog po-
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lja. Da bismo to jednostavnije analizirali, velicˇinu ρ stavit c´emo u skalu s vremenom
t˜ ≡ t
ρ
gdje ρ sada odreduje vremensku skalu tranzijenta, odnosno proporcionalan
je vremenu potrebnom da sustav ude u stabilno stanje. Relaksacijsko vrijeme dano
je omjerom ρ/|α|. Kao posljedicu te definicije moramo redefinirati frekvenciju polja
tako da vrijedi Ω ≡ ωρ, i ona je obrnuto proporcionalna karakteristicˇnom vremenu




= −αP − βP 3 + E0 cos(Ωt˜). (6.8)
Ako usporedujemo tranzijentno vrijeme odziva koje je odredeno konstantom ρ i
period vanjske smetnje koje je obrnuto proporcionalan frekvenciji ω namec´u se tri
slucˇaja koja mozˇemo promatrati:
• TRANZIJENTNI SLUCˇAJ gdje je Ω  1, odnosno ω  1
ρ
sˇto nam govori da je
tranzijent puno sporiji od perioda promjene smetnje;
• kada Ω ∼ 1, odnosno ω ∼ 1
ρ
sˇto nam govori da su tranzijent i vanjska smetnja
iste vremenske skale i
• KVAZISTACIONARAN SLUCˇAJ gdje je Ω  1, odnosno ω  1
ρ
sˇto nam govori
da je tranzijent puno brzˇi od smetnje tako da je odziv polarizacije na vanjsko
elektricˇno polje gotovo trenutan.
Najzanimljiviji su nam upravo kvazistacionaran i tranzijentan slucˇaj te c´emo njih i
poblizˇe promotriti.
6.1.1 Kvazistacionaran slucˇaj (Ω 1)
Kod kvazistacionarnog slucˇaja, odziv polarizacije na vanjsko elektricˇno polje je
”trenutan”, u smislu da se ona vrlo brzo saturira u aisimptotsku vrijednost u svakom
trenutku djelovanja elektricˇnog polja E(t˜) = E0 cos(Ωt˜). Ponovno promatramo am-
plitudu elektricˇnog polja u odnosu na kriticˇno elektricˇno polje odredeno relacijom
(5.52).
Vec´ smo ranije rekli, na temelju analize sustava u konstantnom polju, da za
E0 < Ekrit uvijek postoje dva lokalna minimuma slobodne Gibbsove energije sˇto
prikazuje i slika 6.4 gdje su prikazane slobodne energije G(P ) za tri razlicˇita (pro-
izvoljno odabrana) vremena djelovanja polja. Zbog toga sˇto se sustav nalazi u vanj-
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(a) t1 (b) t2 (c) t3
Slika 6.4: Ovisnosti slobodne Gibbsove energije G(P ) kod faznog prijelaza drugog reda
za kvazistacionaran slucˇaj kada se sustav nalazi u vanjskom elektricˇnom polju amplitude
E0 < Ekrit za razlicˇita vremena. Grafovi su napravljeni u programu Wolfram Mathematica za
izabrane koeficijente |α| = 2 i β = 4 te parametre E0 = 0, 3 i Ω = 0, 1.
skom vremenski ovisnom elektricˇnom polje E(t) i polarizacija se mijenja u vremenu
tako da se, sukladno E(t), mijenjaju i polozˇaji lokalnih minimuma. Kao sˇto mozˇemo
vidjeti na slici 6.5 posljedica toga je da asimptotska polarizacija oscilira u fazi s vanj-
skim elektricˇnim poljem oko vrijednosti ravnotezˇne polarizacije odredene u slucˇaju





α0/β, odnosno sustav c´e se nalaziti u svom lokalnom
minimumu. To isto uocˇavamo i na slici 6.4 gdje vidimo izmjenu lokalnih minimuma
u vremenu.
Slika 6.5: Graf ovisnosti polarizacije P (t) (puna linija) i vanjskog elektricˇnog polja E(t)
(isprekidana linija) o vremenu za kvazistacionaran slucˇaj kada Ω  1 i E0 < Ekrit. Graf
je napravljen u programu Wolfram Mathematica za izabrane koeficijente |α| = 2 i β = 4 te
parametre E0 = 0, 3, Ω = 0, 1 i P (t = 0) = 0, 1.
Kada je amplituda vanjskog elektricˇnog polja E0 > Ekrit postoji samo jedan mi-
nimum energije sˇto je i prikazano na slici 6.3e kod analize sustava u konstantnom
vanjskom elektricˇnom polju. To isto prikazuje i slika 6.6 gdje su prikazane slobodne
energije G(P ) za tri razlicˇita (proizvoljno odabrana) vremena djelovanja polja. Na
slici 6.7 uocˇavamo periodicˇku izmjenu fiksnih tocˇaka P1 i P2, odnosno da sustav osci-
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(a) t1 (b) t2 (c) t3
Slika 6.6: Ovisnosti slobodne Gibbsove energije G(P ) kod faznog prijelaza drugog reda
za kvazistacionaran slucˇaj kada se sustav nalazi u vanjskom elektricˇnom polju amplitude
E0 > Ekrit za razlicˇita vremena. Grafovi su napravljeni u programu Wolfram Mathematica za
izabrane koeficijente |α| = 2 i β = 4 te parametre E0 = 1 i Ω = 0, 1.
lira izmedu dvije vrijednosti polarizacije.Takoder, ponovno je osciliranje polarizacija
P (t) u fazi s vanjskim elektricˇnim poljem E(t) kao i u slucˇaju kada je amplituda polja
bila manja od kriticˇne amplitude Ekrit.
Slika 6.7: Graf ovisnosti polarizacije P (t) (puna linija) i vanjskog elektricˇnog polja E(t)
(isprekidana linija) o vremenu za kvazistacionaran slucˇaj kada Ω  1 i E0 > Ekrit. Graf
je napravljen u programu Wolfram Mathematica za izabrane koeficijente |α| = 2 i β = 4 te
parametre E0 = 1, Ω = 0, 1 i P (t = 0) = 0, 1.
6.1.2 Tranzijentan slucˇaj (Ω 1)
Kod tranzijentnog slucˇaja je odziv polarizacije puno sporiji od karakteristicˇne vre-
menske skale promjene vanjskog elektricˇnog polja. U tom slucˇaju metoda fiksnih
tocˇaka viˇse nije primjenjiva za analizu dinamicˇkih svojstava feroelektrika zato sˇto
sustav dipola nema vremena izac´i iz tranzijentnog stanja, odnosno ne dolazi u sta-
bilne tocˇke i tada Landau-Khalatnikovu jednadzˇbu rjesˇavamo iskljucˇivo numericˇki.
Analiza pokazuje dva rezˇima ponasˇanja te mozˇemo zakljucˇiti da i u ovom slucˇaju
postoji kriticˇno polje E∗Ω, ali ono nije jednaku ranije spomenutom kriticˇnom polju
Ekrit. Numericˇkim rjesˇavanjem Landau-Khalatnikove jednadzˇbe u programu Wol-
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fram Mathematica te crtanjem ovisnosti polarizacije i vanjskog elektricˇnog polja za
dva spomenuta slucˇaja dobiveni su grafovi koji se nalaze na slici 6.8.
(a) E0 < E∗Ω (b) E0 > E
∗
Ω
Slika 6.8: Ovisnosti P (t) (puna linija) i E(t) (isprekidana linija) za fazni prijelaz drugog
reda za tranzijentan slucˇaj Ω  1. Grafovi su napravljeni u programu Wolfram Mathematica
za izabrane koeficijente |α| = 2 i β = 4 te parametre Ω = 10, P (t = 0) = 0, 1, (a) E0 = 1 i
(b) E0 = 10.
Kada je E0 < E∗Ω, vremenski ovisna polarizacija P (t) oscilira frekvencijom Ω oko
vrijednosti P1 ili P2 sˇto ovisi o zadanom pocˇetnom uvjetu. No, na niskim frekvenci-
jama ona je oscilirala u fazi s vanjskim elektricˇnim poljem sˇto ovdje nije slucˇaj (slika
6.8a). Ovdje uocˇavamo da je polarizacija pomaknuta u fazi za ∆φ = pi/2. Isti pomak
u fazi uocˇavamo i za slucˇaj kada je E0 > E∗Ω, ali sada polarizacija oscilira frekvenci-
jom Ω oko P = 0 sˇto je jasno vidljivo sa slike 6.8b.
6.2 Analiticˇko rjesˇenje za stabilnu/nestabilnu tocˇku
Landau-Khalatnikovu jednadzˇbu nije moguc´e analiticˇki rijesˇiti zato sˇto je to neli-
nearna diferencijalna jednadzˇba pa smo je u poglavlju 6.1 analizirali promatranjem
fiksnih tocˇaka funkcije. Ovdje c´emo predstaviti analiticˇko rjesˇenje za linearizirani
slucˇaj, tj. kada imamo slobodnu Gibbsovu energiju oblika
G(P, T ) =
1
2
αP − EP, (6.9)
gdje je u koeficijentu α sadrzˇana ovisnost o temperaturi i pri cˇemu promatramo slucˇaj
kada su elektricˇno polje i polarizacija paralelni ( ~E ‖ ~P pa ~E · ~P = EP ). U tom slucˇaju,
Landau-Khalatnikova jednadzˇba je linearna diferencijalna jednadzˇba prvog reda
dP
dt˜
= −αP + E0cos(Ωt˜), (6.10)
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gdje smo kao i ranije definirali vrijeme t˜ = t/ρ i frekvenciju Ω = ωρ. Prvo c´emo




+ αP = 0. (6.11)








ln|P (t˜)| = −αt˜+ C
P (t˜) = C0e
−αt˜ (6.12)
Rjesˇenje (6.12) jasno pokazuje da je, ovisno o predznaku α, dio P (E) karakteristike
oko ishodiˇsta stabilan (slucˇaj paraelektrika, α > 0) ili nestabilan (slucˇaj feroelektrika,
α < 0). Metodom varijacije konstanti gdje pretpostavljamo da je konstanta C0 iz
rjesˇenja homogene diferencijalne jednadzˇbe (6.12) vremenski ovisna, C0 → C0(t˜),










pri cˇemu je P0 = P (t = 0) pocˇetan uvjet.
Nakon sˇto smo analiticˇki dobili rjesˇenje Landau-Khalatnikove jednadzˇbe (6.10)
pozˇeljno je analizirati ga za slucˇaj stabilne i nestabilne tocˇke. Obje analize provodimo
za asimptotski slucˇaj kada t˜→∞. Kod razmatranja za stabilnu tocˇku (kada je α > 0)
u asimptotskom slucˇaju mozˇemo zanemariti eksponecijalni cˇlan u relaciji (6.13) jer
on trne prema nuli. Kada je Ω  α, takoder mozˇemo zanemariti Ω2 i sinusni cˇlan
koji mnozˇi Ω jer su oni u tome slucˇaju zanemarivo mali prema ostalim cˇlanovima.





1Detaljniji izracˇun je prikazan u dodatku A.2.
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odakle vidimo da je polarizacija P (t˜) u fazi s vanjskim elektricˇnim poljem E(t˜). Ovis-
nost polarizacije i vanjskog elektricˇnog polja za taj slucˇaj je prikazana na slici 6.9.
Takoder, dobiveni rezultat kod razmatranja nerealisticˇnog linearnog modela se slazˇe
s onim u poglavlju 6.1.1. Kada je Ω  α, u asimptotskom slucˇaju uz e−αt˜ mozˇemo
Slika 6.9: Graf ovisnosti polarizacije P (t) (puna linija) i vanjskog elektricˇnog polja E(t)
(isprekidana linija) o vremenu za slucˇaj kada Ω α. Graf je napravljen u programu Wolfram
Mathematica za izabrane koeficijente α = 2 i parametre E0 = 0, 8, Ω = 0, 1 i P (t = 0) = 0, 1.
Slika 6.10: Graf ovisnosti polarizacije P (t) (puna linija) i vanjskog elektricˇnog polja E(t)
(isprekidana linija) o vremenu za slucˇaj kada Ω α. Graf je napravljen u programu Wolfram
Mathematica za izabrane koeficijente α = 2 i parametre E0 = 0, 8, Ω = 10 i P (t = 0) = 0, 1.
zanemariti α2 i kosinusni cˇlan koji mnozˇi α jer su oni u tome slucˇaju zanemarivo mali





odakle vidimo da polarizacija P (t˜) viˇse nije u fazi s vanjskim elektricˇnim poljem E(t˜).
Tocˇnije, polarizacija P (t˜) je pomaknuta u fazi za ∆φ = pi/2 u odnosu na vanjsko elek-
tricˇno polje E(t˜) = E0 cos(Ωt˜). Ovisnost polarizacije i vanjskog elektricˇnog polja za
taj slucˇaj je prikazana na slici 6.10. U oba slucˇaja, za razliku od ranije gdje smo vidjeli
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da ovisno o amplitudi vanjskog elektricˇnog polja (koju smo usporedivali s amplitu-
dom kriticˇnog polja), polarizacija za sve vrijednosti polja oscilira oko nule zato sˇto je
to jedini minimum slobodne energije koji postoji. Kao i u prethodnom slucˇaju, takav
rezultat se slazˇe s onim dobivenim numericˇkim rjesˇavanjem Landau-Khalatnikove
jednadzˇbe u poglavlju 6.1.2.
Kod analize nestabilne tocˇke, viˇse ne mozˇemo zanemariti eksponencijalni cˇlan u
relaciji (6.13) jer je u asimptotskom slucˇaju on dominantan naspram trigonometrij-







odakle vidimo da iznos polarizacije eksponencijalno raste u vremenu. Vremenska
ovisnost polarizacije i elektricˇnog polja za slucˇaj nestabilne tocˇke je prikazana na
slici 6.11. Eksponencijalna ”eksplozija” rjesˇenja (6.16) posljedica je nerealisticˇnog
linearnog modela. U realisticˇnom nelinearnom modelu feroelektrika, gdje P (E) ka-
rakteristika ima oblik slova ”S”, rjesˇenje P (t˜) udaljit c´e se od nestabilnog dijela ka-
rakteristike (oko ishodiˇsta) i rasti dok ne padne na stabilni dio (neka od stabilnih
grana konacˇne polarizacije).
Slika 6.11: Graf ovisnosti polarizacije P (t) (puna linija) i vanjskog elektricˇnog polja E(t)
(isprekidana linija) o vremenu za slucˇaj nestabilne tocˇke. Graf je napravljen u programu
Wolfram Mathematica za izabrane koeficijente α = −2 i parametre E0 = 10, Ω = 10 i P (t =
0) = 0, 1.
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7 Stabilizacija polarizacije
U prethodnim poglavljima smo pokazali da podrucˇje negativnog kapaciteta odgo-
vara maksimumu slobodne energije zbog cˇega je nestabilno te da se sustav feroelek-
trika ne mozˇe zadrzˇati na tom dijelu P (E) karakteristike. Ako bismo zˇeljeli pristupiti
podrucˇju negativnog kapaciteta potrebno je stabilizirati polarizaciju sustava sˇto je
moguc´e postic´i serijskim spojem feroelektrika i dielektrika [5], [36]. U ovom poglav-
lju c´emo promotriti uvjet stabilnosti takvog spoja te postoji li moguc´nost stabilizacije
polarizacije na negativnom dijelu P (E) karakteristike. Spoj feroelektrika i dielektrika
relativne permitivnosti ε(DE)r je prikazan na slici 7.1 gdje VFE predstavlja napon na
feroelektriku, VDE napon na dielektriku i Vg napon napajanja, tzv. ”prednapon” (eng.
bias voltage), primijenjen na krajevima spoja FE-DE pri cˇemu vrijedi
Vg = VFE + VDE. (7.1)
Debljina sloja feroelektrika je oznacˇena s dFE, a dielektrika s dDE. Razmatramo
slucˇaj kada na granici izmedu feroelektrika i dielektrika nema vezanih naboja pa je
dielektricˇni pomak ocˇuvan [36], odnosno namec´e se rubni uvjet
~DFE = ~DDE,




Sva polja u jednadzˇbi (7.2) su paralelna ( ~EFE ‖ ~EDE) i polarizacija se javlja kao
odgovor na vanjsko elektricˇno polje te vrijedi da ~P ‖ ~EFE zbog cˇega mozˇemo pro-
matrati samo iznose vektorskih velicˇina. Ako elektricˇno polje zapiˇsemo kao omjer
napona na pojedinacˇnom sloju i debljine sloja (EFE = VFE/dFE i EDE = VDE/dDE)
te iskoristimo izraz (7.1), za ovisnost polarizacije o elektricˇnom polju unutar fero-
elektrika iz jednadzˇbe (7.2) dobivamo














Jednadzˇba (7.3) predstavlja stabilnost naboja (eng. charge stability) sustava za odredeni
iznos napona Vg i takvu ovisnost polarizacije o elektricˇnom polju unutar feroelektrika
nazivamo nabojnom linijom (eng. charge line), ∆(EFE) [36]. Jednadzˇba (7.3) je
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Slika 7.1: Prikaz serijskog spoja feroelektrika sˇirine dFE i dielektrika sˇirine dDE relativne
permitivnosti ε(DE)r .
jednadzˇba pravca negativnog nagiba koja fiksira polarizaciju na dijelu P (E) karakte-
ristike. Tocˇnije, jednadzˇba (7.3) je oblika
P (EFE) = −AEFE +B (7.4)
gdje nagib pravca ovisi o sˇirini sloja feroelektrika (dFE) i svojstvima dielektrika (dDE,
ε
(DE)
r ), a odsjecˇak o svojstvima dielektrika i prednaponu Vg. Nagib pravca (7.4) i












No, namec´e se pitanje je li moguc´e stabilizirati radnu tocˇku na negativnom dijelu
P (E) karakteristike, odnosno u podrucˇju negativnog elektricˇnog kapaciteta te koji
uvjeti pritom moraju biti zadovoljeni. Da bismo odgovorili na to pitanje potrebno
je analizirati sustav dviju vezanih jednadzˇbi od kojih je jedna Landau-Khalatnikova
jednadzˇba (6.1), a druga jednadzˇba nabojne linije (7.3). Odnosno, zanima nas kakav
je odziv polarizacije i elektricˇnog polja unutar feroelektrika kada je nametnut rubni
uvjet (7.2). Prvo c´emo razmotriti slucˇaj kada je Vg = const., a zatim i vremenski
ovisan prednapon na krajevima spoja feroelektrika i dielektrika, Vg = Vg0 cos(ωt).
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Ovisnost elektricˇnog polja o polarizaciji kod faznih prijelaza drugog reda je odredena
izrazom (5.47). Negativno podrucˇje P (E) karakteristike feroelektrika (slika 5.11a)
c´emo pritom aproksimirati pravcem jer u podrucˇju negativnog kapaciteta polarizacija
ima vrijednost blisku nuli pa mozˇemo zanemariti cˇlan s P 3 u odnosu na cˇlan prvog
reda. Ovisnost polarizacije o elektricˇnom polju na tom dijelu P (E) karakteristike je
odredena pravcem
P (E) ≈ 1
α(T )
E, (7.7)
odakle vidimo da je nagib pravca odreden reciprocˇnom vrijednosˇc´u temperaturno
ovisnog koeficijenta. Sustav promatramo na konstantnoj temperaturi u feroelek-
tricˇnoj fazi pa je α(T ) negativan i konstantan, −|α|. Takoder, kao posljedicu te aprok-
simacije zadrzˇavamo samo cˇlan najnizˇeg reda u razvoju slobodne energije (5.4),
G(P,E) = −1
2
|α|P 2 − EP. (7.8)
Kako su elektricˇno polje i polarizacija paralelni, skalarni produkt iz (5.4) je jednak
umnosˇku iznosa vektora polja i polarizacije. Za Gibbsovu slobodnu energiju iz (7.8),




− |α|P − E = 0. (7.9)
Izrazˇavanjem elektricˇnog polje iz jednadzˇbe (7.4) i ubacivanjem tog izraza u Landau-
Khalatnikovu jednadzˇbu (7.9) dobivamo
dP
dt
− aP − b = 0, (7.10)
gdje smo definirali a ≡ 1
ρA
(|α|A − 1) i b ≡ B
ρA
. Koeficijent a mozˇe biti pozitivan i
negativan ovisno o razlici |α|A− 1, dok je b uvijek pozitivan jer su A,B i ρ pozitivne
velicˇine. Ako je |α|A > 1, tj. A > 1/|α|, koeficijent a c´e biti pozitivan. Tada je nagib
nabojne linije ∆(E) vec´i od negativnog nagiba polarizacije. S druge strane, ako je
|α|A < 1, tj. A < 1/|α|, koeficijent a c´e biti negativan i nagib nabojne linije c´e biti
manji od negativnog nagiba polarizacije. Oba slucˇaja su prikazana na slici 7.2. Ho-
mogenu linearnu diferencijalnu jednadzˇbu odredenu s (7.10) rjesˇavamo metodom
separacije varijabli. Postupak rjesˇavanja je jednak postupku rjesˇavanja homogene
linearne diferencijalne jednadzˇbe u poglavlju 6.2 nakon cˇega dobivamo ovisnost po-
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Slika 7.2: Ovisnost polarizacije o elektricˇnom polju za podrucˇje negativnog kapaciteta aprok-
simirano pravcem (crvena linija) i nabojnu liniju razlicˇitih nagiba (isprekidane linije). Graf
















e(|α|A−1)t/ρA − B|α|A− 1 , (7.11)
pri cˇemu je P0 = P (t = 0) pocˇetan uvjet i gdje smo ubacili vrijednosti definiranih
konstanti a i b. Ovisnost elektricˇnog polja unutar feroelektrika o vremenu je povezana




(B − P (t)) . (7.12)
Sljedec´e c´emo promotriti asimptotsko (stacionarno) rjesˇenje kada t → ∞ za dva
slucˇaja, a > 0 i a < 0. U slucˇaju kada je a > 0, iznos polarizacije eksponencijalno
raste u vremenu sˇto je ocˇigledno iz izraza (7.11) zbog dominacije eksponencijalnog
cˇlana. Kako je elektricˇno polje u feroelektriku povezano s polarizacijom preko (7.12)
njegov iznos c´e eksponencijalno takoder rasti u vremenu. Ovisnosti elektricˇnog polja
i polarizacije o vremenu za predstavljeni linearan model su prikazane na slici 7.3a.
No, kao i ranije, eksponencijalna ”eksplozija” rjesˇenja je posljedica nerealisticˇnog li-
nearnog modela. Ako u razmatranje ukljucˇimo i cˇlan viˇseg reda, cˇime dobivamo
ovisnost elektricˇnog polja o polarizaciji odredenu s (5.47), viˇse ne uocˇavamo diver-
genciju rjesˇenja nego stabilnu vrijednost polarizacije i elektricˇnog polja (slika 7.3b).
Nelinearni cˇlanovi stabiliziraju polarizaciju i elektricˇno polje unutar feroelektrika za
slucˇaj kada A > 1|α| , ali ne u podrucˇju negativnog kapaciteta sˇto je prikazano na slici
7.4. Prikazane ovisnosti smo dobili numericˇkim rjesˇavanjem nelinearne diferenci-
jalne jednadzˇbe u programu Wolfram Mathematica. Dakle, kada je nagib nabojne




, uvjet za pojavu ne-
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(a) (b)
Slika 7.3: Ovisnosti P (t) (puna linija) i E(t) (isprekidana linija) za fazni prijelaz drugog
reda kada je a > 0, odnosno A > 1|α| za (a) linearan model (β = 0) i (b) realisticˇan neline-
aran model (β 6= 0). Grafovi su napravljeni u programu Wolfram Mathematica za izabrane
koeficijente |α| = 2 i β = 4 te parametre ρ = 1, A = 1, B = 0.1 i P0 = 0.
gativnog kapaciteta nije zadovoljen. U tom slucˇaju nabojna linija presjeca P (E) ka-
rakteristiku feroelektrika u tri tocˇke (slika 7.4) sˇto rezultira nestabilnosˇc´u i pojavom
histereze [36].
Slika 7.4: Prikaz ovisnosti polarizacije o elektricˇnom polju za kontinuirani fazni prijelaz
(crna krivulja) i nabojne linije (crvena linija) za slucˇaj kada A > 1|α| . Graf ovisnosti je naprav-
ljen u programu Wolfram Mathematica za izabrane koeficijente |α| = 2, β = 4 i parametre
ρ = 1, A = 1 i B = 0.1.
U slucˇaju kada je a < 0, odnosno A < 1|α| stacionarno rjesˇenje za ovisnost polari-
zacije o vremenu je odredeno s
Pt(t) ≈ − b
a
= − B|α|A− 1 , (7.13)
jer je eksponencijalni cˇlan u ovom slucˇaju zanemariv, lim
t→∞
(e−|a|t) → 0. Elektricˇno
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polje u feroelektriku, odredeno s (7.12), za stacionaran slucˇaj kada je a < 0 iznosi
Et(t) ≈ |α|B|α|A− 1 = −|α|Pt(t). (7.14)
Neovisno o pocˇetnom uvjetu P0, stacionarne vrijednosti polarizacije i elektricˇnog po-
lja unutar feroelektrika su konacˇne i konstantne u vremenu za dane parametre A i B
te iznos koeficijenta α (slika 7.5a). Primijetimo da polarizacija i elektricˇno polje u fe-
roelektriku imaju suprotan predznak, sˇto je pokazatelj da se doista radi o negativnom
elektricˇnom kapacitetu. Ako u razmatranje numericˇki ukljucˇimo i nelinearan cˇlan do-
bivamo jednake rezultate. Ovisnost polarizacije i elektricˇnog polja u feroelektriku o
vremenu za realisticˇan nelinearan model je prikazana na slici 7.5b pri cˇemu je neline-
arna diferencijalna jednadzˇba rijesˇena numericˇki u programu Wolfram Mathematica.
Jedina razlika izmedu linearnog i realisticˇnog nelinearnog modela je u asimptotskim
vrijednostima polarizacije, odnosno elektricˇnog polja. Kada u razmatranje ukljucˇimo
i cˇlan viˇseg reda u razvoju slobodne energije u red polinoma vrijednosti polarizacije
i elektricˇnog polja su nesˇto nizˇe u odnosu na linearan model. Koliko c´e vrijednosti
biti nizˇe, ovisi i o parametru β; sˇto je on vec´i vec´e je i odstupanje od linearnog mo-
dela buduc´i da cˇlan s β 6= 0 modificira u odredenoj mjeri i energetsku okolinu oko
ishodiˇsta tj. P = 0 gdje je dominantan linearan cˇlan.
(a) (b)
Slika 7.5: Ovisnosti P (t) (puna linija) iE(t) (isprekidana linija) za fazni prijelaz drugog reda
kada je a < 0, odnosno A < 1|α| za (a) linearan model (β = 0) i (b) realan nelinearan slucˇaj
(β 6= 0). Grafovi su napravljeni u programu Wolfram Mathematica za izabrane koeficijente
|α| = 2 i β = 4 te parametre ρ = 1, A = 0.3, B = 0.1 i P0 = 0.
Najinteresantniji rezultat ovog razmatranja je cˇinjenica da je za A < 1|α| polari-
zacija sustava stabilizirana u podrucˇju negativnog kapaciteta jer nabojna linija sijecˇe
P (E) karakteristiku feroelektrika u jednoj tocˇki na tom podrucˇju (slika 7.6). Stabil-
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nost negativnog kapaciteta ovisi i o parametru B, tocˇnije o prednaponu na krajevima
spoja feroelektrika i dielektrika Vg. U slucˇaju kada je nagib nabojne linije usporediv
s negativnim nagibom feroelektricˇne polarizacije, stabilnost sustava nije zadovoljena
za sve vrijednosti napona Vg (slika 7.7a). Kada je nagib nabojne linije puno manji
u odnosu na negativan nagib polarizacije povec´ava se i raspon moguc´ih vrijednosti
napona Vg (slika 7.7b).
Slika 7.6: Prikaz ovisnosti polarizacije o elektricˇnom polju za kontinuirani fazni prijelaz
(crna krivulja) i nabojne linije (crvena linija) za slucˇaj kada A < 1|α| . Graf ovisnosti je naprav-
ljen u programu Wolfram Mathematica za izabrane vrijednosti koeficijenata |α| = 2, β = 4 i
parametra ρ = 1, A = 0.3 i B = 0.1.
(a) (b)
Slika 7.7: Sjeciˇste nabojne linije ∆(E) i P (E) karakteristike feroelektrika kada (a) A ≈ 1|α| i
(b) A  1|α| . Grafovi ovisnosti su napravljeni u programu Wolfram Mathematica za izabrane
vrijednosti koeficijenata |α| = 2, β = 4 te parametara (a) A = 0.4, B ∈ [−0.15, 0.15] i (b)
A = 0.1, B ∈ [−0.3, 0.3].
Na temelju provedene analize mozˇemo zakljucˇiti da nagib nabojne linije mora
biti manji od nagiba podrucˇja gdje uocˇavamo negativan kapacitet kako bi sustav bio
stabilan, odnosno kako bismo imali stabilnu radnu tocˇku za odredeni prednapon Vg.
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U protivnom je sustav nestabilan te dobivamo histerezu. Takoder, pozˇeljno je da
vrijednost nagiba nabojne linije ne bude prebliska negativnom nagibu feroelektricˇne
polarizacije jer se u tom slucˇaju smanjuje raspon moguc´ih vrijednosti prednapona Vg.
U slucˇaju kada imamo vremenski ovisan prednapon, Vg(t) = Vg0 cos(ωt), i koefici-






. Elektricˇno polje unutar feroelektrika, za vremenski ovisan napon




[B(t)− P (t)], (7.15)
gdje je A odreden s (7.5). Kao i ranije, sustav promatramo na konstantnoj tempera-
turi u feroelektricˇnoj fazi. Kada u Landau-Khalatnikovu jednadzˇbu odredenu s (7.9)
ubacimo izraz za elektricˇno polje unutar feroelektrika (7.15), dobivamo jednadzˇbu
jednaku onoj u izrazu (7.10) pri cˇemu je koeficijent b ≡ b0 cos(ωt) vremenski ovisan
i b0 = B0ρA ,
dP
dt
− aP = b(t). (7.16)
Koeficijent a je, kao i u slucˇaju konstantnog vanjskog napona Vg, definiran s a ≡
1
ρA
(|α|A−1). Landau-Khalatnikovu jednadzˇbu (7.16) c´emo analizirati za dva slucˇaja,
kada je a > 0 i a < 0. Odnosno, kao i ranije, promatramo kakav je nagib na-
bojne linije u odnosu na negativan nagib polarizacije u P (E) karakteristici feroelek-
trika (slika 7.2). Postupak rjesˇavanja nehomogene linearne diferencijalne jednadzˇbe
(7.16) pomoc´u metode varijacije konstanti je jednak kao u poglavlju 6.2 te ga nec´emo












gdje je P (t = 0) = P0 pocˇetan uvjet. Za oba slucˇaja, a > 0 i a < 0, c´emo pro-
matrati asimptotsko rjesˇenje kada t → ∞. U slucˇaju kada je a > 0, odnosno kada
je nagib nabojne linije vec´i od negativnog nagiba polarizacije P (E) karakteristike
feroelektrika, uocˇavamo divergenciju rjesˇenja kao i u slucˇaju konstantnog predna-
pona. Ukljucˇivanjem nelinearnog cˇlana u analizu, pri cˇemu je nelinearna diferenci-
jalna jednadzˇba rijesˇena numericˇki u programu Wolfram Mathematica, polarizacija
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i elektricˇno polje unutar feroelektrika osciliraju oko konacˇne vrijednosti (slika 7.8).
Polarizacija i elektricˇno polje unutar feroelektrika su u protufazi, ali polarizacije ne
oscilira oko P = 0 gdje se nalazi podrucˇje negativnog kapaciteta kod feroelektika.
Dakle, ni u slucˇaju kada je napon napajanja vremenski ovisan, nije moguc´e stabilizi-
rati radnu tocˇku sustava feroelektika i dielektrika za a > 0.
Slika 7.8: Prikaz ovisnosti polarizacije P , elektricˇnog polja unutar feroelektrika E i predna-
pona Vg o vremenu za kontinuirani fazni prijelaz za slucˇaj kada A > 1|α| . Graf ovisnosti je
napravljen u programu Wolfram Mathematica za izabrane vrijednosti koeficijenata |α| = 2,
β = 4 i parametra ρ = 1, A = 0.6, B = 0.1, ω = 4, Vg0 = 1 i P0 = 0.
Kada je a < 0, odnosno kada je nagib nabojne linije manji od negativnog nagiba
feroelektricˇne polarizacije, u asimptotskom slucˇaju (t → ∞) mozˇemo zanemariti
eksponencijalni cˇlan u (7.17) jer lim
t→∞
e−|a|t → 0. Izraz za asimptotsko rjesˇenje polari-
zacije je u tom slucˇaju odreden s
Pt(t) ≈ b0
ω2 + a2
[ω sin(ωt) + |a| cos(ωt)] . (7.18)
Ovisno o frekvenciji napona napajanja, odnosno vanjskog elektricˇnog polja, mozˇemo
promatrati dva slucˇaja: ω  |a| i ω  |a|, odnosno kada je frekvencija vanjskog polja
vec´a od frekvencije tranzijenta 1/ρ i obrnuto. Kada je ω  |a|mozˇemo zanemariti ω2
i sinusni cˇlan koji mnozˇi ω jer su oni u tome slucˇaju zanemarivo mali prema ostalim
cˇlanovima i asimptotska vrijednost polarizacije je odredena s
Pt(t) ≈ b0|a| cos(ωt) =
1
1− |α|AB(t), (7.19)
gdje smo uvrstili definirane vrijednosti za a i b0. Koriˇstenjem izraza (7.15), za asimp-
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B(t) = −|α|Pt(t). (7.20)
Iz izraza (7.19) mozˇemo vidjeti da je za male frekvencije prednapona, ω  |a|, pola-
rizacija feroelektrika u fazi s vanjskim prednaponom Vg(t). Takoder, elektricˇno polje
unutar feroelektrika je uvijek u protufazi s vremenski ovisnom polarizacijom sˇto je
jasno iz izraza (7.20). Graf ovisnosti svih triju velicˇina o vremenu je prikazan na slici
7.9 odakle mozˇemo vidjeti da vrijednost polarizacije oscilira oko P = 0 gdje se nalazi
podrucˇje negativnog kapaciteta feroelektrika (slika 5.11a). Zanimljivo je da to vrijedi
neovisno o pocˇetnom uvjetu P0, sˇto se mozˇe zakljucˇiti ako promotrimo izraz (7.19).
Neovisno na kojoj vrijednosti polarizacije se sustav pocˇetno nalazi, radna tocˇka spoja
feroelektrika i dielektrika c´e oscilirati u podrucˇju negativnog kapaciteta. Takoder, sa
slike 7.9 mozˇemo uocˇiti da polarizacija i elektricˇno polje unutar feroelektrika oscili-
raju u protufazi tj. s razlikom u fazi od ∆φ = pi. Ukljucˇivanjem nelinearnog cˇlana
u analizu (β 6= 0), oblik vremenske ovisnosti polarizacije i elektricˇnog polja unutar
feroelektrika se ne mijenja, ali dolazi do gotovo neznatnog smanjenja vrijednosti am-
plituda iz ranije navedenog razloga.
Slika 7.9: Prikaz ovisnosti polarizacije P , elektricˇnog polja unutar feroelektrika E i pred-
napona Vg o vremenu za kontinuirani fazni prijelaz za slucˇaj kada A < 1|α| i ω  |a|. Graf
ovisnosti je napravljen u programu Wolfram Mathematica za izabrane vrijednosti koeficijenata
|α| = 2, β = 0 i parametra ρ = 1, A = 0.3, B0 = 0.1, ω = 0.09, Vg0 = 1 i P0 = 0.
S druge strane, kada promatramo sustav u asimptotskom rezˇimu na visokim frek-
vencijama, ω  |a|, mozˇemo zanemariti a2 i kosinusni cˇlan koji mnozˇi |a| jer su oni









odnosno polarizacija je za velike frekvencije pomaknuta u fazi za ∆φ = pi/2 u od-
nosu na napon napajanja Vg(t). Kao i u slucˇaju kada je ω  |a|, niti ovdje trenutna
vrijednost polarizacije ne ovisi o pocˇetnom uvjetu P0. Takoder, sa slike 7.10 mozˇemo
vidjeti da i u ovom slucˇaju vrijednost polarizacije oscilira oko P = 0 tj. u podrucˇju
negativnog kapaciteta. Ukljucˇivanjem nelinearnog cˇlana u analizu, oblik vremenske
ovisnosti polarizacije i elektricˇnog polja unutar feroelektrika se ne mijenja, ali dolazi
do gotovo neznatnog smanjenja vrijednosti amplituda.
Slika 7.10: Prikaz ovisnosti polarizacije P , elektricˇnog polja unutar feroelektrika E i pred-
napona Vg o vremenu za kontinuirani fazni prijelaz za slucˇaj kada A < 1|α| i ω  |a|. Graf
ovisnosti je napravljen u programu Wolfram Mathematica za izabrane vrijednosti koeficijenata
|α| = 2, β = 0 i parametra ρ = 1, A = 0.3, B0 = 0.1, ω = 4, Vg0 = 1 i P0 = 0.
Iz prethodne analize mozˇemo zakljucˇiti da je i za vremenski ovisan prednapon
Vg = Vg0 cos(ωt), odnosno vremenski ovisno vanjsko elektricˇno polje, moguc´e ”stabi-
lizirati” radnu tocˇku sustava feroelektrika i dielektrika u podrucˇju negativnog kapa-
citeta. Stabilizacija mozˇda nije najbolji pojam za iskoristiti u ovom slucˇaju zato sˇto
se polozˇaj radne tocˇke mijenja kako osicilira vrijednost prednapona. S obzirom da
odsjecˇak nabojne linije ovisi o prednaponu, njegovom vremenskom promjenom mije-
njati c´e se i polozˇaj sjeciˇsta nabojne linije ∆(E) s P (E) karakteristikom feroelektrika.
Dakle, za dobro definirane parametre moguc´e je u spoju s dielektrikom ”stabilizi-
rati” sustav feroelektrika u nestabilnom podrucˇju P (E) karakteristike gdje dolazi do
pojave negativnog elektricˇnog kapaciteta.
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8 Primjena negativnog elektricˇnog kapaciteta
U uvodu smo napomenuli kako je negativni elektricˇni kapacitet proizasˇao kao
jedno od rjesˇenja smanjenja donje granice promjene struje odvoda zbog promjene
povrsˇinskog potencijala kanala FET-a od 60 mV/dekadi na sobnoj temperaturi. Prvo
c´emo promotriti princip rada MOS tranzistora kako bismo vidjeli odakle se pojav-
ljuje vrijednost od 60 mV/dekadi, a zatim c´emo vidjeti kako uvodenje dodatnog sloja
feroelektika ispod upravljacˇke elektrode MOSFET-a doprinosi smanjenju reciprocˇne
vrijednosti nagiba ispod napona praga, SS.
Slika 8.1: Struktura tranzistora s efektom polja (lijevo) gdje struja I predstavlja struju
odvoda koju kontrolira napon na upravljacˇkoj elektrodi Vg, i prikaz ekvivalentnog kruga
MOSFET-a (desno) za dijeljenje napona izmedu izolatorskog kapaciteta Cins i poluvodicˇkog
kapaciteta Cs u kojem su sadrzˇani kapacitet podrucˇja osiromasˇenja, kao i kapaciteti izmedu
kanala i izvora te kanala i odvoda tranzistora. Slika preuzeta iz [5].
MOS tranzistor ili MOSFET (eng. metal-oxide-semiconductor field effect transistor)
je jedan od najcˇesˇc´e koriˇstenih tranzistora s efektom polja u modernoj mikroelektro-
nici. MOSFET je vrsta unipolarnog tranzistora cˇiji se princip rada temelji na gibanju
vec´inskih nosioca, elektrona ili sˇupljina. Postoje dva tipa MOS tranzistora: n-kanalni
i p-kanalni MOSFET. Ovdje c´emo opisati strukturu i princip rada n-kanalnog MOS
tranzistora kod kojeg su vec´inski nosioci elektroni. N-kanalni MOSFET se proizvodi s
podlogom napravljenom od p-tipa poluvodicˇa (najcˇesˇc´e silicija) u koju se difundiraju
dva podrucˇja n-tipa poluvodicˇa (slika 8.1). Difuzija koja se nalazi na nizˇem poten-
cijalu se naziva izvor (eng. source), a ona koja se nalazi na viˇsem potencijalu odvod
(eng. drain) [8]. Iznad ta dva sloja se nanosi tanak metalni sloj cˇime se formiraju
kontakti izvora i odvoda. Iznad podloge i izmedu izvora i odvoda se nalazi tanak
sloj izolatora, najcˇesˇc´e silicijevog dioksida (SiO2), i metalna elektroda koja se naziva
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upravljacˇkom ili kontrolnom elektrodom (eng. gate). Razmatramo slucˇaj u kojemu
su podloga i izvor uzemljeni, a odvod se nalazi na pozitivnom potencijalu kao na slici
8.1. Postavljanjem konstantnog pozitivnog napona na upravljacˇku elektrodu javlja
se elektricˇno polje koje privlacˇi elektrone iz poluvodicˇa i ispod izolatora se formira
tanak sloj bogat elektronima koji nazivamo kanalom (eng. channel) [8]. Do for-
macije kanala dolazi kada je napon na upravljacˇkoj elektrodi pozitivan i dovoljno
visok, odnosno vec´i od napona praga VTH (eng. treshold voltage). Kada primijenimo
odgovarajuc´i napon izmedu elektrode izvora i odvoda, struja elektrona ID potecˇe
od izvora prema odvodu. Povec´anjem napona upravljacˇke elektrode Vg, prosˇiruje se
kanal i povec´ava struja odvoda sˇto je prikazano na ulaznoj strujno-naponskoj karak-
teristici MOSFET-a (slika 1.1) u poglavlju 1.










gdje ψs predstavlja povrsˇinski potencijal poluvodicˇa. Takoder, vec´ smo ranije spome-
nuli da drugi cˇlan u izrazu (8.1) ne mozˇe biti manji od 60 mV/dekadi sˇto proizlazi iz
Boltzmannove statistike. Na visokim energijama, elektroni se ponasˇaju prema Bolt-
zmannovoj distribuciji i struja kroz kanal tranzistora je proporcionalna Boltzmanno-
vom faktoru, odnosno u idealnom slucˇaju vrijedi






gdje je ψs povrsˇinski potencijal poluvodicˇa, e naboj elektrona, kB Boltzmannova kons-
tanta i T temperatura [8].






= loga(x)− loga(y). (8.4)
Logaritmiranjem izraza (8.2) u bazi prirodnog logaritma te koriˇstenjem svojstava
logaritamske funkcije (8.3) i (8.4), za ovisnost povrsˇinskog potencijala poluvodicˇa o









Derivacijom povrsˇinskog potencijala ψs po logaritamskoj vrijednosti struje odvoda,
dobivamo iznos za koji se treba promijeniti povrsˇinski potencijal poluvodicˇa kako bi







Odnosno, da bismo promijenili struju odvoda za red velicˇine na sobnoj temperaturi
T = 300 K, ψs se mora promijeniti za 2, 3kBT/e tj. 60 mV sˇto se dobiva iz izraza (8.6).
Dokle god se ne mijenja mehanizam transporta elektrona, minimalna vrijednost dru-
gog cˇlana u izrazu (8.1), definirana kao ∂ψs/∂(log10 ID), je 60 mV/dekadi. Da bi se
zadrzˇao dobar omjer struja paljenja i gasˇenja tranzistora, na upravljacˇku elektrodu
tranzistora se mora primijeniti napon od ∼ 1V [6]. Pristup preko negativnog kapa-
citeta, predlozˇen 2008. godine, utjecˇe na prvi cˇlan u izrazu (8.1) koji se u MOSFET
literaturi cˇesto naziva ”body-factor” (m) [6]. On se odnosi na promjenu povrsˇinskog
potencijala poluvodicˇa zbog promjene napona na upravljacˇkoj elektrodi Vg.
Tranzistor s efektom polja mozˇemo smatrati serijskim spojem dvaju kondenza-
tora, izolatorskog kondenzatora kapaciteta Cins i poluvodicˇkog kondenzatora kapa-
citeta Cs sˇto je prikazano na slici 8.1. Prema slici 8.1, napon na vratima tranzistora
mozˇemo zapisati kao
Vg = Vins + ψs, (8.7)
pri cˇemu Vins predstavlja pad napona na izolatoru. Koriˇstenjem izraza (8.7), ”body-














Kondenzatori Cins i Cs se nalaze u serijskom spoju pa je iznos naboja, q, na elek-
trodama oba kondenzatora jednak. Takoder, znamo da je pad napona Vins jednak
q/Cins i pad napona ψs jednak q/Cs. Prema tome, promjenu napona na izolatoru




















Zbog dijeljenja padova napona na standardnim (pozitivnim) kondenzatorima, prvi
cˇlan u izrazu (8.1) je prema (8.10) uvijek vec´i od jedan tako da uobicˇajeno reciprocˇna
vrijednost nagiba ispod napona praga SS ne mozˇe biti manja od 60 mV/dekadi. No, u
ranijim poglavljima smo pokazali da feroelektricˇni materijal ima svojstvo negativnog
elektricˇnog kapaciteta. Postavljanjem feroelektrika u seriju s dielektrikom efektivno
se mozˇe stabilizirati podrucˇje P (E) karakteristike gdje feroelektrik pokazuje pojavu
negativnog kapaciteta sˇto smo pokazali u poglavlju 7. Dakle, ako u seriju sa stan-
dardnim izolatorom ispod upravljacˇke elektrode tranzistora dodamo feroelektricˇni





= 1− Cs|Cins| , (8.11)
odakle vidimo da prisustvo negativnog kapaciteta povec´ava povrsˇinski potencijal
ψs koji sada vec´i od napona na upravljacˇkoj elektrodi Vg. Odnosno, kanal tranzis-
Slika 8.2: Prikaz ovisnosti logaritamske vrijednosti struje odvoda log10ID o naponu na vra-
tima tranzistora Vg za standardne tranzistore s efektom polja (puna crna linja) i tranzistore
s efektom polja gdje se ispod vrata FET-a postavlja dodatni sloj feroelektricˇnog materijala
(isprekidana crvena linija). Slika preuzeta iz [6].
tora zbog negativnog kapaciteta ”vidi” vec´i napon nego sˇto je uistinu primijenjen na
upravljacˇkoj elektrodi MOSFET-a [6]. Takoder, posljedica serijskog spoja negativnog
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i pozitivnog kapaciteta je i ona opisana u poglavlju 3.1. Kako se ukupan kapacitet
povec´ao zbog postojanja negativnog kapaciteta Cins < 0, potreban je manji napon
kako bi se proizvela jednaka kolicˇina naboja na vodicˇima kondenzatora. S obzirom
da je struja u kanalu tranzistora proporcionalna naboju na kondenzatoru Cs, za manji
napon napajanja Vg mozˇe se proizvesti jednaka kolicˇina struje ID. Iako je drugi cˇlan
u izrazu (8.1) ogranicˇen Boltzmannovom distribucijom te ne mozˇe biti manji od 60
mV/dekadi, zbog prisustva feroelektricˇnog materijala, sˇto uzrokuje smanjenje prvog
cˇlana ispod m = 1, reciprocˇna vrijednost nagiba ispod napona praga SS se smanjuje
ispod 60 mV/dekadi (slika 8.2). Odnosno, umetanje feroelektricˇnog materijala ispod
upravljacˇke elektrode omoguc´ava ubrzavanje rada tranzistora i smanjuje disipaciju
energije u obliku topline prilikom procesa paljenja. Upravo zbog toga, pristup preko
negativnog kapaciteta je iskoriˇsten za izradu nove vrste tranzistora s efektom polja,
NCFET (eng. negative capacitance field effect transistor) [6]. Takoder, istrazˇivanjem
takve realizacije tranzistora je uocˇeno drasticˇno smanjenje reciprocˇne vrijednosti na-
giba SS cˇija je vrijednost na sobnoj temperaturi iznosila 18 mV/dekadi [9].
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9 Zakljucˇak
Otkada je otkrivena pojava feroelektricˇnosti kod Rochelleove soli, feroelektrici
su zbog svojih karakteristicˇnih svojstava postali jako istrazˇivani materijali. Iako je
pocˇetna motivacija za pronalazak novih feroelektrika proizlazila iz njihovih odlicˇnih
piezoelektricˇniih svojstava, danas postoje raznolike moguc´nosti njihove primjene.
Mozˇda je najocˇitija primjena feroelektrika u kondenzatorima. Zbog visokih vrijed-
nosti relativne dielektricˇne konstante feroelektricˇnih materijala, postavljanje fero-
elektrika izmedu vodicˇa kondenzatora rezultira velikim vrijednostima kapaciteta. Na
taj nacˇin se mogu proizvesti kondenzatori malih dimenzija s relativno velikim vri-
jednostima kapaciteta [15]. Takoder, feroelektrici su pronasˇli svoju primjenu i u
tranzistorima, sˇto je bila glavna motivacija ovog rada.
Koriˇstenjem Landauove teorije faznih prijelaza opisali smo sustav feroelektrika cˇiji
se fazni prijelazi klasificiraju kao kontinuirani i diskontinuirani. Isto tako smo, unu-
tar Landauove teorije, pokazali da se postavljanjem feroelektrika u vanjsko elektricˇno
polje pojavljuje podrucˇje negativne susceptibilnosti tj. negativnog elektricˇnog kapa-
citeta kao posljedice karakteristicˇne energetske okoline feroelektrika. No, podrucˇje
negativnog kapaciteta odgovora lokalnom maksimumu slobodne energije i samos-
talni feroelektrik se prelaskom iz jednog stabilnog stanja u drugo ne zadrzˇava u tom
podrucˇju. Analizom Landau-Khalatnikove jednadzˇbe promatrali smo odziv polariza-
cije feroelektrika na vanjsko elektricˇno polje, staticˇko i vremenski ovisno. Dobiveni
rezultati pokazuju da feroelektricˇna polarizacija, ovisno o frekvenciji vanjskog elek-
tricˇnog polja, oscilira oko stabilne ravnotezˇe ili izmedu dvije stabilne vrijednosti.
Odnosno, samostalan feroelektrik mozˇe postojati u jednom od stabilnih stanja pola-
rizacije. Kako bismo mogli pristupiti podrucˇju negativnog kapaciteta, koje odgovara
lokalnom maksimumu slobodne energije, feroelektrik je potrebno stabilizirati u kom-
binaciji s linearnim dielektrikom. Uvjet stabilnosti je predstavljen u obliku nabojne
linije koja je proizasˇla iz promatranja granice sloja feroelektrika i dielektrika. Takva
realizacija omoguc´ava stabilizaciju radne tocˇke sustava feroelektrika i dielektrika u
podrucˇju negativnog kapaciteta, ali samo u slucˇaju kada je nagib nabojne linije ∆(E)
za dani prednapon manji od negativnog nagiba P (E) karakteristike feroelektrika.
Takoder, sˇto je manji nagib nabojne linije u odnosu na negativan nagib P (E) ka-
rakteristike feroelektrika, u podrucˇju negativnog kapaciteta je moguc´e stabilizirati
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radnu tocˇku sustava za vec´e vrijednosti prednapona Vg. Iako je predstavljeno ana-
liticˇko rjesˇenje, numericˇkim rjesˇavanjem Landau-Khalatnikove jednadzˇbe je dobiveno
da nelinearni cˇlanovi ne mijenjaju moguc´nost stabilizacije u podrucˇju negativnog ka-
paciteta vec´ samo njen iznos.
Zbog cˇinjenice da feroelektrici posjeduju svojstvo negativnog elektricˇnog kapaci-
teta te njegovom stabilizacijom u kombinaciji s linearnim dielektrikom omoguc´eno je
povec´anje povrsˇinskog potencijala kanala tranzistora u odnosu na napon upravljacˇke
elektrode Vg. To u konacˇnici dovodi do moguc´nosti smanjenja reciprocˇne vrijednosti
nagiba SS u strujno-naponskoj karakteristici MOSFET-a. Kako manja reciprocˇna vri-
jednost nagiba odgovara ucˇinkovitijem i brzˇem procesu paljenja tranzistora, postav-
ljanje feroelektricˇnog materijala ispod upravljacˇke elektrode tranzistora omoguc´ava
povec´anje operativne frekvencije procesora iznad 3 GHz i daljnji razvoj digitalne teh-
nologije.
Daljnja perspektivna istrazˇivanja kompozitnih materijala sa svojstvom negativ-
nog elektricˇnog kapaciteta lezˇi u mozˇebitnoj realizaciji transmisijskih linija s efek-
tivnom relativnom permitivnosˇc´u εr < 1, bez aktivnih elektronicˇkih komponenti, i
josˇ moguc´nosti u sˇto sˇirem spektru frekvencija. Pozitivan rezultat u tom istrazˇivanju
mogao bi otvoriti vrata realizaciji metamaterijala temeljenih samo na pasivnim elek-




10.1 Interaktivna istrazˇivacˇki usmjerena nastava fizike
U posljednjih nekoliko godina reforma sˇkolstva je aktualna tema u Republici Hr-
vatskoj. U praksi se pokazuje da je trenutan, tradicionalan princip obrazovanja ne-
adekavatan te da ga je potrebno mijenjati. Gradiva u sˇkolama je previˇse, a naglasak
vec´inom nije na razumijevanju vec´ na reproduciranju istog. Ucˇenici iz formalnog
obrazovanja izlaze nedovoljno opremljeni potrebnim kvalitetama za konkurentnost
na danasˇnjem trzˇiˇstu rada, a samim time i nemoguc´nosˇc´u ostvarivanja vlastitih po-
tencijala. Kvalitetno formalno obrazovanje je prema tome u interesu drzˇave i drusˇtva,
kao i u interesu pojedinca. Iako se vec´ina nastavnika i dalje pridrzˇava tradicionalnog
predavacˇkog tipa nastave, predmetna nastava fizike je jedan od lijepih primjera mo-
dernizacije nastavnog procesa. Niz istrazˇivanja pokazuje da nastava fizike zahtjeva
visoki intelektualni angazˇman ucˇenika, sˇto nije realizirano u predavacˇkom tipu nas-
tave. Da bi ucˇenici bili intelektualno aktivni u procesu ucˇenja fizike, prvenstveno je
potrebno da budu aktivni u samoj nastavi. Na temelju istrazˇivanja unutar edukacij-
ske fizike proizasˇla je interaktivna istrazˇivacˇki usmjerena nastava, vrsta nastave koja
omoguc´ava takav pristup.
Naglasak takvog tipa nastave je na interakciji, nastavnika s ucˇenicima i ucˇenika
medusobno, te sudjelovanja ucˇenika u stvaranjima i istrazˇivanjima fizikalnih mo-
dela. Na taj nacˇin se srediˇsnja uloga nastavnog procesa prebacuje s nastavnika na
ucˇenika, cˇime ucˇenici viˇse nisu pasivni promatracˇi vec´ aktivni sudionici nastave.
Uloga nastavnika prestaje biti prenosˇenje cˇinjenica te postaje vodenje i usmjerava-
nje ucˇenika prema vlastitim zakljucˇcima te u konacˇnici i razumijevanju temeljnih
fizikalnih koncepata. Nastavnik pred ucˇenike ne postavlja ”znanje u gotovom obliku”
vec´ problem. Pritom ucˇenici aktivno sudjeluju u postavljanju hipoteza, osmiˇsljanju
i provodenju eksperimenata kako bi odgovorili na postavljana znanstvena pitanja te
zakljucˇuju na temelju vlastitih opazˇanja. Naravno, formalno osnovnosˇkolsko i sred-
njosˇkolsko obrazovanje uz obrazovnu ima i odgojnu funkciju tako da se interaktivna
istrazˇivacˇki usmjerena nastava ne temelji samo na razumijevanju temeljnih fizikalnih
koncepata. Provodenjem ovakvog tipa nastave ucˇenici razvijaju i kljucˇne sposobnosti
poput kriticˇkog razmiˇsljanja, istrazˇivacˇkog pristupa rjesˇavanju problema, znanstve-
nog i logicˇkog zakljucˇivanja te kroz proces nastave stjecˇu uvid u nacˇin funkcioniranja
86
znanosti. Interaktivne metode se dijelom temelje na radu ucˇenika u parovima ili
grupama cˇime se poticˇe medusobna suradnja i razvija sposobnost argumentirane ko-
munikacije. Sve navedeno omoguc´ava ostvarenje glavnog cilja, poboljˇsanje kvalitete
nastave fizike za ucˇenika.
Strukturu nastavnog sata kod interaktivne istrazˇivacˇki usmjerene nastave mozˇemo
podijeliti na tri glavna dijela: uvodni, srediˇsnji i zavrsˇni dio. Temelj uvodnog di-
jela je uvodni problem povezan s odredenom nastavnom jedinicom koji se postav-
lja pred ucˇenike. Uvodni problemi su najcˇesˇc´e povezani sa svakodnevnim iskus-
tvom ucˇenika kako bi se povec´ala motivacija i usmjerila daljnja rasprava prema
zˇeljenoj temi. Uvodni problem je potrebno potkrijepiti i eksperimentom prilikom
kojeg ucˇenici opazˇaju novu pojavu. Nakon opazˇanja pojave u demonstracijskom eks-
perimentu, pojava se imenuje te se u srediˇsnjem dijelu sata razvija fizikalni model ko-
jime je mozˇemo opisati. U srediˇsnjem dijelu sata, nizom istrazˇivacˇkih pitanja ucˇenici
uz vodenje nastavnika istrazˇuju novu pojavu prilikom cˇega se gradi fizikalni model
i daje matematicˇki opis pojave. Nastavnik mozˇe provoditi istrazˇivanje frontalno ili
ucˇenici u parovima/grupama, uz vodenje nastavnika, istrazˇuju fizikalnu pojavu. U
nekim slucˇajevima, u sˇkolama nisu omoguc´eni uvjeti za provedbu takvih eksperime-
nata i neke pojave je tesˇko eksperimentalno provjeriti u razredu. No, postoje mnoge
internetske stranice koje nude raznolike i interaktivno orijentirane racˇunalne simula-
cije fizikalnih pojava poput besplatnih PhET-ovih interaktivnih simulacija 1. Konacˇno,
u zavrsˇnom dijelu sata ucˇenici primjenjuju novostecˇeno znanje kroz rjesˇavanje novih
fizikalnih problema povezanih s ranije opisanom pojavom i izgradenim fizikalnim
modelom. Ovaj dio sata ucˇeniku sluzˇi za evaluaciju vlastitog znanja, ali je rezer-
viran i za primjenu modela u svakodnevnom zˇivotu kako bi ucˇenici dobili odgovor
na standardno pitanje: ”Zasˇto je to bitno i cˇemu to sluzˇi?”. No, u procesu nastave
ne ucˇi samo ucˇenik vec´ je ucˇenju podlozˇan i nastavnik. Tako da u zavrsˇnom dijelu
sata i nastavnik evaluira pripremljeni nastavni sat kako bih ga u buduc´nosti mogao
izmijeniti, poboljˇsati ili nadograditi.
1PhET Interactive Simulations for science and math, https://phet.colorado.edu/
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10.2 Nastavna priprema: Elektricˇni titrajni krug
Nastavna priprema na temu ”Elektriˇcni titrajni (LC) krug” je predvidena za dva
sˇkolska sata za trec´i razred opc´e gimnazije. Vrsta nastave je interaktivna istrazˇivacˇki
usmjerena nastava. Nastavni sat je zamiˇsljen da se provodi frontalno, ali ako pos-
toje moguc´nosti koriˇstenja racˇunalne ucˇionice ucˇenici mogu provoditi istrazˇivanje
uz koriˇstenje racˇunalne simulacije individualno ili u parovima. Nastavne metode
koje se koriste tijekom provodenja sata su: demostracija pokusa/simulacija, me-
toda razgovora-usmjerena rasprava, konceptualna pitanja s karticama i metoda pisa-
nja/crtanja. Da bi se u potpunosti proveo nastavni sat u ovome obliku, od nastavnih
pomagala i sredstava su potrebni: zavojnica sˇkolskog transformatora od 3600 zavoja
na zatvorenoj zˇeljeznoj jezgri, kondenzator kapacitete 1000 µF , izvor istosmjernog
napona od 6 V , demonstracijski voltmetar (s nulom na sredini skale) s predotporom
za napon od 5 V , sklopka/preklopnik te racˇunalna simulacija ”Electromagnetic Oscil-
lating Circuit“ 1. Pri izradi nastavne pripeme je uz racˇunalnu simulaciju koriˇstena i
literatura navedena u referencama [37]- [41]. U ovom dijelu c´e biti navedeni obra-
zovni i odgojni ishodi te tijek sata za nastavnu jedinicu ”Elektriˇcni titrajni (LC) krug”.
Obrazovni ishodi, odnosno ocˇekivana ucˇenicˇka postignuc´a te odgojni ishodi pred-
stavljaju jasno iskazane kompetencije, tj. ocˇekivana znanja, vjesˇtine i sposobnosti te
vrijednosti i stavove koje ucˇenici trebaju stec´i i moc´i pokazati po uspjesˇnom zavrsˇetku
odredene nastavne teme [42]. Obrazovni ishodi definiraju sadrzˇaj koji c´e se poucˇavati,
a nastavniku koriste kako bi mogao evaluirati znanje ucˇenika po zavrsˇetku nastavnog
sata i evaluirati provodenje sata kako bi ga mogao poboljˇsati u buduc´nosti. Obrazovni
ishodi su korisni i ucˇenicima, pomoc´u njih i ucˇenici mogu evaluirati svoje znanje
cˇime razvijaju svoje metakognitivne sposobnosti. Takoder, obrazovni ishodi ucˇenike
usmjeravaju u ucˇenju nastavne jedinice.
Ucˇenik c´e nakon sata moc´i: opisati titranje u elektricˇnom LC titrajnom krugu,
navesti promjenjive velicˇine u elektricˇnom LC titrajnom krugu, primijeniti ZOE za
elektricˇni titrajni krug, navesti i protumacˇiti uzroke gusˇenja u elektricˇnom titrajnom
krugu, navesti i protumacˇiti matematicˇku ovisnost za trenutnu vrijednost naboja i
napona na kondenzatoru te struje u strujnom krugu te odrediti njihove trenutne vri-
1Racˇunalna simulacija ”Electromagnetic Oscillating Circuit“, Physics Apps by Walter Fendt je dos-tupna na: http://www.walter-fendt.de/html5/phen/oscillatingcircuit_en.htm
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jednosti, graficˇki prikazati vremensku ovisnost naboja i napona na kondenzatoru te
struje u strujnom krugu, opisati kako period/frekvencija titranja LC kruga ovisi o nje-
govim sastavnim elementima, navesti i protumacˇiti matematicˇke izraze za period i
vlastitu frekvenciju titranja LC kruga te primijeniti naucˇeno u primjerima, zadacima
i konceptualnim pitanjima.
Ucˇenik c´e na satu razvijati sposobnosti: komunikacije, znanstvenog i logicˇkog
zakljucˇivanja, usmenog i pismenog izrazˇavanja, istrazˇivacˇkog pristupa problemu, ap-
straktnog razmiˇsljanja, proporcionalnog zakljucˇivanja, opazˇanja te analiziranja i opi-
sivanja istih.
Ucˇenik c´e tijekom sata usvajati vrijednosti poput: uljudnosti i posˇtivanja drugih
ucˇenika, pozitivnog odnosa prema radu, aktivnog sudjelovanja u nastavi, formiranja
vlastitog miˇsljenja na temelju cˇinjenica i argumentiranja istog te izrazˇavanja vlastitog
i uvazˇavanja tudeg miˇsljenja.
• Uvodni dio sata: otvaranje problema, prikupljanje ideja, upoznavanje pojave
UVODNI PROBLEM: Sˇto c´e se dogoditi s naponom na kondenzatoru ako nabijemo
kondenzator i spojimo ga na zavojnicu? Sˇto mislite?
DEMONSTRACIJSKI POKUS: U strujni krug serijski spojimo zavojnicu sˇkolskog tran-
sformatora od 3600 zavoja na zatvorenoj zˇeljeznoj jezgri i kondenzator kapaciteta
1000 µF te paralelno na zavojnicu demonstracijski voltmetar s nulom na sredini
skale kao na shemi na slici 10.1.
(a) (b)
Slika 10.1: Shematski prikaz elektricˇnog titrajnog strujnog kruga kada se u strujnom krugu
nalaze (a) izvor istosmjernog napona od 6 V i kondenzator kapaciteta 1000 µF i (b) konden-
zator kapaciteta 1000 µF i zavojnica sˇkolskog transformatora od 3600 zavoja na zˇeljeznoj
jezgri s paralelno spojenim demonstracijskim voltmetrom.
Prije nego sˇto zapocˇnemo s demonstracijskim pokusom, ucˇenici mogu navesti vec´
poznate elemente strujnog kruga. Postavimo preklopnik u poziciju jedan kao na slici
89
10.1a. Koji dio strujnog kruga promatramo? Sˇto uocˇavate? Zasˇto? Koja je funk-
cija izvora istosmjernog napona u ovom strujnom krugu?
Ucˇenici mogu obrazlozˇiti opazˇenu pojavu s prethodnim znanjem o ponasˇanju kon-
denzatora u krugu istosmjerne struje. Zatim postavimo preklopnik u poziciju dva
kao na slici 10.1b. Koji dio strujnog kruga promatramo? Sˇto uocˇavate?
Potrebno je da ucˇenici detaljno opiˇsu uocˇenu pojavu. Sˇto se dogada s kazaljkom na
demonstracijskom voltmetru kada prebacimo preklopnik u poziciju dva? Kako
se kazaljka giba? Sˇto nam takvo gibanje kazaljke na demonstracijskom voltme-
tru govori? Na sˇto ih podsjec´a gibanje kazaljke na voltmetru?
Ucˇenici u demonstracijskom pokusu uocˇavaju da napon na zavojnici titra. Potrebno
je raspraviti dogada li se isto i s naponom na kondenzatoru te na temelju cˇega to za-
kljucˇuju. Demonstracijski voltmetar mozˇemo spojiti i paralelno na kondenzator kako
bi se uocˇilo i titranje napona na kondenzatoru. Zatrazˇimo od ucˇenika da skiciraju
raspodjelu naboja na kondenzatoru. Zatim, na temelju veze izmedu napona i naboja
na kondenzatoru (za kondenzator konstantnog kapaciteta napon je proporcionalan
naboju na plocˇama kondenzatora) ucˇenici mogu zakljucˇiti da titra i naboj na konden-
zatoru. Bitno je da ucˇenici na temelju opazˇenog u demonstracijskom pokusu zakljucˇe
da struja tecˇe kroz desni dio strujnog kruga (napon na voltmetru se mijenja) ikako
taj dio strujnog kruga nije spojen na izvor napona. Zatrazˇimo od ucˇenika da skiciraju
smjer struje u strujnom krugu. Konacˇno, zbog titranja naboja i veze usmjerenog gi-
banja naboja sa strujom u strujnom krugu ucˇenici mogu zakljucˇiti da titra i struja.
Nova pojava koju ucˇenici trebaju opaziti je da se napon na zavojnici/kondenzatoru
mijenja u vremenu, tako da titra izmedu maksimalne pozitivne i maksimalne nega-
tivne vrijednosti. Nakon sˇto su ucˇenici opazili novu pojavu, imenujemo je te zapisu-
jemo naslov na plocˇu.
• Srediˇsnji dio sata: konstrukcija modela - fizikalni i matematicˇki opis pojave
1. ISTRAZˇIVACˇKO PITANJE: Zasˇto dolazi do titranja u elektricˇnom titrajnom
krugu?
U ovom dijelu sata za istrazˇivanje titranja u elektricˇnom titrajnom krugu koristimo
racˇunalnu simulaciju ”Electromagnetic Oscillating Circuit“ (slika 10.2). Prije nego sˇto
pokrenemo simulaciju raspravimo s ucˇenicima sˇto c´emo promatrati.
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Slika 10.2: Prikaz racˇunalne simulacije ”Electromagnetic Oscillating Circuit“.
Zatrazˇimo ucˇenike da ponovno promotre skicu strujnog kruga koji su ranije nacrtali
kao i strujni krug na simulaciji (strujni krug na simulaciji i u demonstracijskom po-
kusu su jednaki). Simulaciju zaustavimo u trenutku kada se sklopka zatvori. Takoder,
zatrazˇimo od ucˇenika da na temelju onoga sˇto smo ranije raspravljali samostalno na-
crtaju stupcˇasti dijagram energija za trenutak kada se sklopka nalazi u poziciji dva
(slika 10.3a). Obilazimo ucˇenike dok crtaju. Ako imaju problema postavljamo im pot-
pitanja: S cˇime je povezan napon (kako smo definirali napon)?; S cˇime je povezana
struja (kako smo definirali struju)?; Gdje sve mozˇe biti pohranjena energija u ovom
strujnom krugu?. Ako viˇse ucˇenika ima problema s crtanjem stupcˇastog dijagrama
energija, umjesto individualne rasprave sa svakim ucˇenikom raspravu prosˇirimo na
cijeli razred. Nakon sˇto su ucˇenici nacrtali stupcˇasti dijagram energija, pokrenemo
simulaciju. Kada pokrenemo simulaciju, sklopka se prebacuje iz pozicije jedan u po-
ziciju dva kao na slici 10.1.
Sˇto opazˇate i sˇto nam to govori? Pojavljuju se linije magnetskog polja i postaju
gusˇc´e, a broj silnica elektricˇnog polja se smanjuje. Takvo opazˇanje nam govori da
se jakost elektricˇnog polja izmedu plocˇa kondenzatora smanjuje,a jakost magnetskog
polja zavojnice raste.
S cˇime su povezani jakost elektricˇnog i magnetskog polja? Jakost elektricˇnog po-
lja je povezana s naponom izmedu plocˇa kondenzatora, a jakost magnetskog polja sa
strujom kroz zavojnicu.
Sˇto mozˇemo zakljucˇiti iz toga? Da se napon izmedu plocˇa kondenzatora smanjuje,
a struja kroz zavojnicu raste u vremenu.
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Zatrazˇimo od ucˇenika da i za ovaj slucˇaj nacrtaju stupcˇasti dijagram energija sˇto je
prikazano na slici 10.3b (pritom se pocˇetan trenutak odnosi na slucˇaj kada je sva
energija pohranjena u kondenzatoru). Nakon sˇto zavrsˇe, ponovno pokrenemo simu-
laciju te je zaustavimo kada je sva energija pohranjena u magnetskom polju zavojnice
(struja u strujnom krugu je maksimalna).
Sˇto opazˇate? Sˇto iz toga mozˇete zakljucˇiti? Kondenzator se ispraznio i linije mag-
netskog polja unutar zavojnice su najgusˇc´e. Iz opazˇene pojave se mozˇe zakljucˇiti da
je napon na kondenzatoru jednak nuli, a struja koja prolazi kroz zavojnicu maksi-
malna. Sva energija je tada pohranjena u magnetskom polju zavojnice.
Zatrazˇimo od ucˇenika da skiciraju ovaj slucˇaj u svoje biljezˇnice te nacrtaju stupcˇasti
dijagram energije sˇto je prikazano na slici 10.3c (pritom je pocˇetan trenutak onaj
prethodni kada je dio energije pohranjen u kondenzatoru, a dio u magnetskom polju
zavojnice).
Sˇto ocˇekujete, sˇto c´e se dalje dogoditi? Nakon sˇto iznesu svoja ocˇekivanja ponovno
pustimo simulaciju te je zaustavimo u trenutku kada se kondenzator ponovno nabio.
Sˇto uocˇavate? Kondenzator se ponovno nabio, ali obrnuto nego ranije.
(a) (b) (c) (d)
Slika 10.3: Prikaz stupcˇastih dijagrama energija za elektricˇni titrajni krug u (a) trenutku
kada se preklopnik nalazi u poziciji dva i sva energija je pohranjena u elektricˇnom polju kon-
denzatora, (b) trenutku kada je dio energije pohranjen u elektricˇnom polju kondenzatora i
dio u magnetskom polju zavojnice, (c) trenutku kada je sva energija pohranjena u magnet-
skom polju zavojnice te (d) trenutku kada je ponovno sva energija pohranjena u elektricˇnom
polju kondenzatora.
Zasˇto je struja uopc´e nastavila tec´i kada smo vidjeli da je kondenzator prazan?
Koji element strujnog kruga omoguc´ava da i dalje nastavlja tec´i struja iako je
kondenzator prazan? Kako? Zbog svojstva induktivnosti zavojnica omoguc´ava da
struja nastavi dalje tec´i iako se kondenzator ispraznio. Kada se kondenzator isprazni
struja bi trebala pasti na nulu, ali zbog promjene struje kroz zavojnicu dolazi do in-
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duciranja napona na krajevima zavojnice kako struja ne bi pala na nulu. Napon na
krajevima zavojnice se inducira tako da kroz zavojnicu potecˇe struja u istom smjeru
kao sˇto je i ranije tekla pa se struja u strujnom krugu postupno smanjuje umjesto da
naglo padne na nulu.
Zatrazˇimo od ucˇenika da ponovno skiciraju tu situaciju te nacrtaju stupcˇasti dijagram
energija sˇto je prikazano na slici 10.3d (pritom je pocˇetan trenutak onaj prethodni
kada je sva energija pohranjena u magnetskom polju zavojnice). Ponovno pustimo
simulaciju te je ostavimo da prode nekoliko ciklusa.
Sˇto ste uocˇili? U vremenu se periodicˇno mijenjaju naboj na kondenzatoru, struja
u strujnom krugu, energija elektricˇnog polja pohranjena u kondenzatoru i ener-
gija magnetskog polja pohranjena u zavojnici. Odnosno, iznosi svih velicˇina titraju
izmedu minimalne i maksimalne vrijednosti.
Mozˇete li ovo sˇto smo sada vidjeli usporediti s pokusom na pocˇetku sata?
Cilj je da ucˇenici povezˇu uocˇeno na simulaciji s demonstracijskim pokusom, odnosno
da samostalno opiˇsu tiranje u elektricˇnom titrajnom krugu. Zatrazˇimo od ucˇenika da
na temelju onoga sˇto smo raspravljali (kada su napon i struja maksimalni, odnosno
minimalni) nacrtaju graf ovisnosti napona i struje o vremenu. Dok to rade prodemo
po razredu, a nakon sˇto zavrsˇe pokazˇemo grafove dobivene na simulaciji kako bi ih
ucˇenici usporedili sa svojim grafovima te ispravili ako su pogresˇno nacrtani. Proko-
mentiramo grafove ovisnosti struje i napona na u vremenu.
Sˇto nam govori graf ovisnosti napona o vremenu? Napon na kondenzatoru je
maksimalan u trenutku zatvaranja sklopke i periodicˇki se mijenja u vremenu.
Kako biste tu ovisnost matematicˇki opisali? Ucˇenici trebaju prepoznati da se u
ovom slucˇaju radi o graficˇkom prikazu trigonometrijske funkcije kosinusa.
Sˇto nam govori graf ovisnosti struje o vremenu? Struja kroz zavojnicu je mini-
malna u trenutku zatvaranja sklopke i periodicˇki se mijenja u vremenu.
Kako biste tu ovisnost matematicˇki opisali? Ucˇenici trebaju prepoznati da se u
ovom slucˇaju radi o graficˇkom prikazu trigonometrijske funkcije sinusa.
Zatrazˇimo od ucˇenika da samostalno zapiˇsu matematicˇku ovisnost napona na kon-
denzatoru i struje kroz zavojnicu na temelju grafova (podsjetimo ih na ovisnost
polozˇaja i brzine tijela o vremenu kod mehanicˇkog titranja). Prozovemo nekoliko
ucˇenika da procˇitaju sˇto su zapisali te isto zapiˇsemo na plocˇu.
Zatrazˇimo od ucˇenika da na temelju ovisnosti napona na kondenzatoru o vremenu
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napiˇsu ovisnost naboja na kondenzatoru o vremenu i graficˇki prikazˇu tu ovisnost
(Kako su povezani napon na kondenzatoru i naboj na kondenzatoru?).
Sˇto mozˇemo zakljucˇiti na temelju stupcˇastih dijagrama energija? Energija u LC
krugu je ocˇuvana, cijelo vrijeme se dogada pretvorba elektricˇne u magnetsku ener-
giju i obrnuto.
2. ISTRAZˇIVACˇKO PITANJE: Sˇto uzrokuje gusˇenje u elektricˇnom titrajnom krugu?
Koja je razlika izmedu elektricˇnih titranja na simulaciji i onih u pokusu na
pocˇetku sata? Pritom podsjetimo ucˇenike na demonstracijski pokus, a mozˇemo ga
i ponovno pokazati. Cilj je da ucˇenici usporedbom simulacije s demonstracijskim
pokusom uocˇe da je titranje na simulaciji idealno i kao takvo c´e trajati beskonacˇno
dugo, a ono u demonstracijskom pokusu su vidjeli da se zaustavilo nakon nekoliko
titraja.
Kako nazivamo takvo titranje? Prigusˇeno titranje.
Sˇto mislite da je uzrok gusˇenju? Tek tada zapisujemo novo istrazˇivacˇko pitanje.
Sˇto uzrokuje gusˇenje kod mehanicˇkog titranja? Zasˇto? Sila trenja ili sila otpora
zraka. Tijelo dio svoje energije koristi na svladavanje sile trenja/sile otpora zraka.
Postoji li neki element strujnog kruga kod kojeg isto uocˇavamo pretvorbu ener-
gije u oblik koji nama nije iskoristiv? Koji je to element? Postoji, to je omski
otpornik. Elektricˇna energija se pretvara u toplinsku energiju (Joulova toplina).
Sˇto bi dakle moglo uzrokovati gusˇenje u elektricˇnom titrajnom krugu? Omski
otpor.
Sˇto ocˇekujete da c´e se dogoditi s grafom ovisnosti napona/struje o vremenu
ako ja dodam omski otpornik u strujni krug? Zatrazˇimo od ucˇenika da skiciraju tu
ovisnost. Na simulaciji postavimo neku vrijednost omskog otpora te pustimo simula-
ciju. Sˇto ste opazili? Slazˇe li se vasˇa pretpostavka s ovime sˇto ste vidjeli?
Zatrazˇimo od ucˇenika da skiciraju stupcˇasti dijagram energije za slucˇaj kada u krugu
imamo omski otpor sˇto je prikazano na slici 10.4 (nakon nekog proizvoljnog vremena
kada sustav titra, a za pocˇetan trenutak odaberu trenutak kada smo zatvorili preklop-
nik u poziciji dva). Dok skiciraju prolazimo po razredu. Navodimo da takav elektricˇni
titrajni krug nazivamo prigusˇeni elektricˇni titrajni krug ili RLC krug. Zatrazˇimo od
ucˇenika da samostalno u biljezˇnicu opiˇsu sˇto se dogada kada u LC krug dodamo i
otpornik.
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Slika 10.4: Prikaz stupcˇastog dijagrama energija za RLC titrajni krug.
Sˇto c´e se dogoditi ako povec´amo iznos otpora? Ucˇenici iznose svoje pretpostavke
nakon cˇega povec´amo iznos otpora na simulaciji te je pokrenemo.
Sˇto uocˇavate? Zatrazˇimo od ucˇenika da samostalno u biljezˇnicu opiˇsu sˇto se dogada
kada u RLC krugu povec´amo iznos otpora.
U demonstracijskom pokusu smo takoder vidjeli gusˇenje. Odakle omski otpor u
tome strujnom krugu? Zˇice kojima smo spajali elemente strujnog kruga imaju otpor
i one uzrokuju gusˇenje.
3. ISTRAZˇIVACˇKO PITANJE: O cˇemu ovisi period titranja LC kruga?
Od ucˇenika zatrazˇimo pretpostavke o kojim velicˇinama bi mogao ovisiti period ti-
tranja LC kruga. Nakon sˇto ucˇenici iznesu svoje pretpostavke zapiˇsemo ih na plocˇu.
Kako bismo to mogli provjeriti? O cˇemu pritom moramo voditi racˇuna? Ucˇenici
u ovom dijelu samostalno osmiˇsljaju eksperiment kojim bismo provjerili o cˇemu ovisi
period titranja LC kruga i kakva je ta ovisnost. Pritom je bitno da se vodi racˇuna o
kontroli varijabli.
Pomoc´u simulacije ”Electromagnetic Oscillating Circuit“ provjeravamo kako se mijenja
graf ovisnosti napona i struje o vremenu kada promijenimo jednu od varijabli (ka-
pacitet kondenzatora ili induktivitet zavojnice). Svaki puta kada promijenimo iznos
jedne od varijabli upitamo ucˇenike sˇto uocˇavaju na grafu ovisnosti napona i struje
o vremenu. Ucˇenici promatraju ovisnost napona/struje o vremenu kada mijenjamo
kapacitet kondenzatora pri konstantnom induktivitetu zavojnice i usporeduju period
titranja za dva slucˇaja prikazana na slici 10.5. Sljedec´e, ucˇenici promatraju ovisnost
napona/struje o vremenu kada mijenjamo induktivitet zavojnice pri konstantnom ka-




Slika 10.5: Prikaz napona i struje o vremenu u elektricˇnom titrajnom krugu (R = 0) za
konstantan induktivitet zavojnice L = 10 H i kapacitete (a) C = 500 µF i (b) C = 1000 µF .
(a) (b)
Slika 10.6: Prikaz napona i struje o vremenu u elektricˇnom titrajnom krugu (R = 0) za
konstantan kapacitet kondenzatora C = 1000 µF i induktivitete (a) L = 5 H i (b) L = 10 H.
Sˇto mozˇemo zakljucˇiti iz ovoga sˇto smo sada vidjeli? Zatrazˇimo od ucˇenika
da samostalno zapiˇsu zakljucˇak u biljezˇnicu. Kada zavrsˇe prozovemo nekoliko njih
da procˇitaju sˇto su zapisali. Navodimo matematicˇki izraz za period titranja LC kruga,
T = 2pi
√
LC, gdje je C kapacitet kondenzatora i L induktivitet zavojnice. Zatrazˇimo
od ucˇenika da samostalno odrede izraz za vlastitu frekvenciju f i vlastitu kruzˇnu
frekvenciju ω0 elektricˇnog titrajnog kruga (dok zapisuju prolazimo po razredu).
Takoder, unutar racˇunalne simulacije ”Electromagnetic Oscillating Circuit“ se prika-
zuje i vrijednost period LC titrajnog kruga. Promjenom elemenata strujnog kruga
(vrijednosti kapaciteta kondenzatora, odnosno induktivitieta zavojnice) mogu se ocˇitati
vrijednosti perioda za pojedine slucˇajeve i ucˇenici na temelju toga mogu crtati T 2−C
i T 2 − L graf kako bi se uocˇila ovisnost perioda o tim varijablama.
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• Zavrsˇni dio sata: primjena modela, provjera ostvarenosti obrazovnih ishoda
Ucˇenici bi prva cˇetiri zadatka navedena u ovom dijelu pripreme rjesˇavali pomoc´u
kartica s ponudenim odgovorima nakon cˇega bi nekoliko ucˇenika obrazlozˇilo zasˇto
su odabrali odredeni odgovor, a posljednji zadatak u parovima ili manjim grupama.
ZADATAK: U elektricˇnom (LC) titrajnom krugu se nalaze kondenzator kapaciteta C i
zavojnica induktiviteta L pri cˇemu je omski otpor R zanemarivo malen. U trenutku
kada nabijeni kondenzator preko sklopke spojimo na zavojnicu:
1. Struja u strujnom krugu je maksimalna.
2. Energija pohranjena u kondenzatoru je maksimalna.
3. Naboj na kondenzatoru je nula.
4. Energija pohranjena u zavojnici je maksimalna.
5. Naboj na kondenzatoru je maksimalan.
6. Struja u strujnom krugu je nula.
Tocˇni odgovori se nalaze pod:
(a) 1, 4. i 5. (b) 2, 5. i 6. (c) 1, 3. i 4. (d) 2, 4. i 6.
Zadatak provjerava obrazovne ishode: opisati titranje u LC krugu, navesti promje-
njive velicˇine u elektricˇnom titrajnom krugu i primijeniti zakon ocˇuvanja energije za
elektricˇni titrajni krug
ZADATAK: U elektricˇnom (LC) titrajnom krugu se nalaze kondenzator kapaciteta C i
zavojnica induktiviteta L pri cˇemu je omski otpor R zanemarivo malen. U trenutku
kada se kondenzator ispraznio:
1. Struja u strujnom krugu je maksimalna.
2. Energija pohranjena u kondenzatoru je maksimalna.
3. Naboj na kondenzatoru je maksimalan.
4. Energija pohranjena u zavojnici je maksimalna.
5. Naboj na kondenzatoru je nula.
6. Struja u strujnom krugu je nula.
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Tocˇni odgovori se nalaze pod:
(a) 1, 4. i 5. (b) 2, 5. i 6. (c) 1, 3. i 4. (d) 2, 4. i 6.
Zadatak provjerava obrazovne ishode: opisati titranje u LC krugu, navesti promje-
njive velicˇine u elektricˇnom titrajnom krugu i primijeniti zakon ocˇuvanja energije za
elektricˇni titrajni krug
ZADATAK: Elektricˇni (LC) titrajni krugu se sastoji od kondenzatora kapaciteta C i
zavojnice induktiviteta L pri cˇemu je omski otpor R zanemarivo malen. Period titra-






Zadatak provjerava obrazovne ishode: opisati kako period/frekvencija titranja LC kruga
ovisi o njegovim sastavnim elementima te navesti i protumacˇiti matematicˇke izraze
za period i vlastitu frekvenciju titranja LC kruga
ZADATAK: U elektricˇnom (LC) titrajnom krugu se nalaze kondenzator kapaciteta C
i zavojnica induktiviteta L pri cˇemu je omski otpor R zanemarivo malen. Vlastita
kruzˇna frekvencija LC kruga je ω0. Sˇto se dogodi s vlastitom kruzˇnom frekvencijom
ako smanjimo induktivitet zavojnice cˇetiri puta?
(a) Kruzˇna frekvencija se smanji cˇetiri puta.
(b) Kruzˇna frekvencija se povec´a cˇetiri puta.
(c) Kruzˇna frekvencija se smanji dva puta.
(d) Kruzˇna frekvencija se povec´a dva puta.
Zadatak provjerava obrazovne ishode: opisati kako period/frekvencija titranja LC kruga
ovisi o njegovim sastavnim elementima te navesti i protumacˇiti matematicˇke izraze
za period i vlastitu frekvenciju titranja LC kruga
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ZADATAK: Na slici 10.7 se nalazi zapis napona na kondenzatoru u LC titrajnom krugu
pri cˇemu je omski otpor R u krugu zanemarivo malen. Kapacitet kondenzatora je 2
µF . Odredite:
(a) maksimalnu vrijednost napona na kondenzatoru,
(b) period i frekvenciju titranja,
(c) ovisnost napona na kondenzatoru o vremenu U(t),
(d) ovisnost naboja na plocˇama kondenzatora o vremenu q(t) te je graficˇki prikazˇite.
Slika 10.7: Ovisnost napona na kondenzatoru U o vremenu t.
Zadatak provjerava obrazovne ishode: navesti i protumacˇiti matematicˇku ovisnost za
trenutnu vrijednost naboja i napona na kondenzatoru, graficˇki prikazati vremensku
ovisnost naboja i napona na kondenzatoru te navesti i protumacˇiti matematicˇke iz-
raze za period i vlastitu frekvenciju titranja LC kruga
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Dodaci
Dodatak A Detaljniji matematicˇki izracˇuni
A.1 Srednja vrijednost orijentacije dipolnog momenta na T 6= 0
U poglavlju 4.3 naveden je izraz (4.5) koji predstavlja srednji dipolni moment
sustava permanentnih dipola dobivenih koriˇstenjem izraza (4.4). Da bismo dobili
relaciju (4.5) potrebno je rijesˇiti dva integrala, koje smo radi preglednosti definirali
















eβpE cos(ϑ) sin(ϑ)dϑdϕ (A.2)
gdje je f(ϑ) Boltzmannova funkcija raspodjele odredena s (4.1) i dΩ = sinϑdϑdϕ
diferencijalni prostorni kut. Za oba integrala, (A.1) i (A.2), vrijedi
∫ 2pi
0
dϕ = 2pi. (A.3)
Da bismo rijesˇili integrale (A.1) i (A.2) potrebno je uvesti supstituciju t = cos(ϑ) zbog
cˇega se mijenja i podrucˇje integriranja, 0 → 1 i pi → −1 te podintegralne funkcije iz









gdje smo definirali x ≡ pE
kBT





(ex − e−x). (A.6)
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gdje prepoznavanjem eksponencijalnog zapisa kotengensa hiperbolnog, coth(x) =
ex+e−x
ex−e−x , dobivamo izraz (4.5) u poglavlju 4.3.
A.2 Analiticˇko rjesˇenje za stabilnu/nestabilnu tocˇku
U poglavlju 6.2 je u relaciji (6.13) navedeno analiticˇko rjesˇenje Landau-Khalatnikove
jednadzˇbe (6.10) koje je dobiveno metodom varijacije konstanti. Uz pretpostavku da
je konstanta C0 vremenski ovisna, rjesˇenje homogene jednadzˇbe zapisujemo kao
P (t˜) = C0(t˜)e
−αt˜. (A.9)
Rjesˇenje takvog oblika ubacujemo u diferencijalnu jednadzˇbu definiranu s (6.10), s
time da prije toga moramo odrediti i vremensku derivaciju rjesˇenja homogene jed-
nadzˇbe A.9 koja je dana s
P ′(t˜) = C ′0(t˜)e
−αt˜ − C0(t˜)αe−αt˜. (A.10)
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Ubacivanjem (A.9) i (A.10) u Landau-Khalatnikovu jednadzˇbu (6.10) dobivamo
C ′0(t˜)e
−αt˜ = E0 cos(Ωt˜), (A.11)










Radi jednostavnijeg integriranja, kosinus c´emo zapisati preko eksponecijalne funkcije




















































2α cos(Ωt˜)− (2i)(iΩ) sin(Ωt˜)]+ C1
= E0e
αt˜α cos(Ωt˜) + Ω sin(Ωt˜)
α2 + Ω2
+ C1 (A.14)
Sada je rjesˇenje diferencijalne jednadzˇbe (6.10) dano s:
P (t˜) = E0










Za pocˇetan uvjet P (t˜ = 0) = P0 dobivamo vrijednost konstante
C1 = P0 − E0α
α2 + Ω2
(A.17)
te smo time dobili rjesˇenje dano izrazom (6.13) u poglavlju 6.2.
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